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摘要:  对分形图形的一种构造方法 ) ) ) 随机迭代函数系统, 给出了确定一个随机迭代函数系统

的原图像经过仿射变换后得到的新图像所对应的随机迭代函数系统的具体步骤, 最后用平移、旋

转、拉伸和对称变换的例子作了详细的说明# 
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引   言

随机迭代函数系统( Iterated Function System, 简称随机 IFS)是美国佐治亚理工学院的 M. F.

Barnsley 于 1985年发展的一种分形构形方法# 随机 IFS是利用仿射变换建立几何对像各部分

之间、整体与局部之间的联系,通过迭代去构造分形图形# 这里,选择初始状态集合,寻求压缩

仿射变换以及设定选取变换的概率称为编码,它会有各种技巧# 

随机 IFS已经用来产生出各种形态的植物、丛林、山川和云烟等图形# 而确定这些物体

图形的随机 IFS仅有很少的几个仿射变换参数# 因此随机 IFS 在数据压缩方面潜力非常

巨大# 同时, 对揭示复杂事物的内在规律也有一定的启发作用# 

定义 1  一个随机 IFS 是由一个完备的度量空间 ( X , d )、一个有限的压缩映射集合

f i : X y X , i = 1, ,, N 和一个伴随概率集合 pi : pi > 0, i = 1, ,, N , E p i = 1 构成 # 

记为 X ; f 1; pi : i = 1, ,, N # 随机 IFS的压缩因子 s = max si : i = 1, ,, N ,其中 si (0 [ si

< 1) 为对应映射 f i的压缩系数# si是指满足下式d( f i ( x 1) , f i ( x 2) ) [ sid( x1, x 2) , Px1, x 2 I

X 的常数# 记所有随机 IFS的集合为随机 IFSs# 

定义 2  二维欧氏空间 R
2
的随机 IFS  R

2
; f i ; p i : i = 1, ,, N 定义为

  f i ( x ) = Aix + Ti   ( i = 1, ,, N ) ,

其中

  Ai =
ai bi

c i d i

,  Ti =
ei

f i

# (1)

下面的拼贴定理是随机 IFS理论的核心# 因为它使得对任意的分形图形 T , 给出了存在

随机 IFS的条件, 该随机 IFS迭代的图像将无限逼近 T# 
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定理 1(拼贴定理)  令 ( X , d ) 为一完备的度量空间, 给定图像 T, E> 0,选一个压缩因子

为 s (0 [ s < 1) 的随机 IFS X ; f i ; p i : i = 1, ,, N 使h T, G
N

i= 1
f i ( T ) [ E# 其中 h( d) 是子集

之间的Hausdorff度量# 则 h ( T , A) [ E
1- s

,即 h( T , A) [ 1
1- s

h T , G
N

i= 1
f i ( T) , 其中 A 是随

机 IFS X ; f i ; p i : i = 1, ,, N 的吸引子,

证明  见[ 1]# 

对已经寻找到随机 IFS的图形,进行仿射变换,如: 平移、放大(缩小)、旋转、拉伸或是作对

称变换,则相应的随机 IFS如何发生变化? 已有文章
[ 2]
对平移和放大(缩小)变换确定了相应

的随机 IFS, 我们的工作则是给出了随机 IFS在一般仿射变换下相应的随机 IFS# 

1  随机 IFSS中的可逆变换及对应的随机 IFS

对给定的随机 IFS X ; f i ; pi : i = 1, ,, N ,若其迭代的图形为 T 1, 选一个变换g (#) ,作用

到图像T 1上,得到图像 T 2# 从原有的随机 IFS和要求重构的图像 T 2出发,我们可以定义随机

IFS的变换# 

定义 3  若存在随机 IFS g( X ) ; f
c
i ; p

c
i : i = 1, ,, N , 使得该随机 IFS迭代图像为 T 2,则

称 g( #) 为随机 IFSs中的一个变换, 而称随机 IFS g( X ) ; f
c
i ; p

c
i : i = 1, ,, N 为随机 IFS

X ; f i ; pi : i = 1, ,, N 在变换g( #)作用下的像# 若g (#) 是可逆变换,则称g (#) 为随机 IFSs

中的可逆变换# 

定理 2  在可逆变换 g( #) 作用下, 随机 IFS X ; f i ; p i : i = 1, ,, N 的像为随机 IFS

g ( X ) ; g . f i . g
- 1

; pi : i = 1, ,, N # 

证明  由于 p i > 0,从而对任意 i 0 I 1, 2, ,, N , 存在 xn, xn+ 1 I T 1 A X 使得 x n+ 1 =

f i
0
( xn )# 而 g( #) 为可逆变换,且由定义存在 y n, y n+ 1 I T 2 A g ( X ) ,使得 yn = g( x n) , y n+ 1 =

g ( x n+ 1) , 所以 x n = g
- 1

( y n) , xn+ 1 = g
- 1

( y n+ 1) ,从而 g
- 1

( yn+ 1) = f i
0
( g

- 1
( y n) ) ,由此得 y n+ 1=

g . f i
0
. g

- 1
( yn) # 所以 f i

0
y
g

g . f i
0
. g

- 1# 上式同时说明了, 取 g . f i
0
. g

- 1 的概率仅与取 f i
0

的概率有关# 从而 p
c
i
0

= p i
0
# 最后,由 i 0的任意性知结论成立# 

2  吸引子在随机 IFS可逆变换中的变化

定义 4  对给定的随机 IFS X ; f i ; pi : i = 1, ,, N , 若存在 x
*
i 使得f i ( x

*
i ) = x

*
i , 则称

x
*
i 是f i 的吸引子# 而称 x

*
i | i = 1, 2, ,, N 为随机 IFS X ; f i ; p i : i = 1, ,, N 的吸引子

集# 

在以下的讨论中,我们总是假定每一个 f i 有唯一吸引子 x
*
i # 

在随机 IFS中, 迭代点必然向吸引子靠拢,即落在吸引子邻域中# 如果随机 IFS有多个吸

引子, 则迭代点是否落在某个吸引子邻域中将取决于 pi 的大小# 换句话说, 在随机 IFS 重构

的分形图中, p i 越大,则对应 x
*
i 附近的点越密# 

从随机 IFS的可逆变换定义中,我们知道,在可逆变换 g( #) 的作用下, 从原随机 IFS 可得

到一个新的随机 IFS# 而新的随机 IFS重构的分形图正是原随机 IFS重构的分形图在 g( #) 作

用下的像# 从直观上,我们感觉到: 新随机 IFS的吸引子集是原随机 IFS的吸引子集在 g( #)作
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用下的像# 

定理 3  对给定的随机 IFS X ; f i ; pi : i = 1, ,, N ,在可逆变换 g( #) 作用下所得到的新

随机 IFS g( X ) ; g . f i . g
- 1

; p i : i = 1, ,, N 的吸引子集为 g ( x
*
i ) | i = 1, 2, ,, N # 其

中 x
*
i | i = 1, 2, ,, N 为原随机 IFS X ; f i ; p i : i = 1, ,, N 的吸引子集# 

证明  若 y
*
i 是g . f i . g

- 1 的吸引子,则有 g . f i . g
- 1

( y
*
i ) = y

*
i ,于是,我们得到 g

- 1 .

g . f i . g
- 1

( y
*
i ) = g

- 1
( y

*
i ) ,即 f i ( g

- 1
( y

*
i ) ) = g

- 1
( y

*
i )# 由假设 x

*
i 是f i的唯一吸引子,故

x
*
i = g

- 1
( y

*
i ) ,因此 y

*
i = g( x

*
i )# 

3  二维欧氏空间随机 IFS的仿射变换

在二维欧氏空间 R
2 中取仿射变换 g( x ) = Ax + T, | A | X 0# 其中

  A =
a11 a12

a21 a22
, T =

A1

A2
# (2)

从定义2出发,直接运用定理 2,由式( 1)和式( 2)可以得到下面的定理# 

定理 4  二维欧氏空间R
2中的随机 IFS R

2
; f i ; i : i = 1, ,, N , 在仿射变换 g (#) 的作用

下,得到随机 IFS R
2
; f

c
i ; pi : i = 1, ,, N ,其中

  f
c
i ( x ) = A

c
ix + T

c
i  ( i = 1, 2, ,, N )

  A
c
i =

a
c
i b

c
i

c
c
i d

c
i

, T
c
i =

e
c
i

f
c
i

,

  a
c
i = ( aia11a22- bia11a21+ cia12a22 - dia12a21) / | A | ,

  b
c
i = (- aia11a12+ bia

2
11- cia

2
12+ d ia11a12) / | A | ,

  c
c
i = ( aia21a22 - bia

2
21+ cia

2
22- d ia21a22) / | A | ,

  d
c
i = (- aia12a21 + bia11a21- c ia12a22+ dia11a22) / | A | ,

  e
c
i = ( aiA2a11a12- a iA1a11a22 + biA1a11a21- biA2a

2
11+ ciA2a

2
12 -

ciA1a12a22+ diA1a12a21- d iA2a11a12) / | A | + a11 ei + a12f i + Ai ,

  f
c
i = ( a iA2a12a21- aiA1a21a22+ biA1a

2
21- biA2a11a21+ ciA2a12a22- ciA1a

2
22+

diA1a21a22- d iA2a11a22) / | A | + a21 ei + a22f i + A2# (3)

4  实   例

为说明定理 4 的有效性, 我们给出两个例子对二维欧氏空间 R
2 中的随机 IFS

R
2
; f i ; p i : i = 1, 2, ,, N 进行平移、旋转、拉伸和对称等变换如何得到具体的仿射变换# 以

下 g (#) 的确定可参阅文献[ 3]# 

例 1  取 IFS R
2
; f i ; pi : i = 1, 2 其中 p 1 = p 2 =

1
2 ,

  f 1:
x

y
=

- 0182 0116
- 0116 0181

x

y
+

137

14
,

  f 2:
x

y
=

0144 0132
- 0107 0161

x

y
+

- 3

70
# 

该随机 IFS的吸引子集为 ( 761117 4, 91585 4) , ( 881164 5, 1631662 8) # 

该随机 IFS迭代的图像见图 1( a)# 
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若要把原随机 IFS迭代的分形图沿 x 轴和y 轴正方向分别移动 50个单位, 即

  g:
x

y
=

1 0

0 1

x

y
+

50

50
# 

则 a11 = a22 = 1, a12 = a21 = 0, A1 = A2 = 50# 代入式(3) 得

  f
c
1:

x

y
=

- 0182 0116
- 0116 0181

x

y
+

220

3115
,

  f
c
2:

x

y
=

0144 0132
- 0107 0161

x

y
+

9

93
# 

该随机 IFS迭代的分形见图 1( b)# 

若要把原随机 IFS迭代的分形图绕点( 821140 5, 861624 0) (该点是原随机 IFS 吸引子的几

何中心)逆时针旋转 40b, 即

  g:
x

y
=

01766 0 - 01642 8
01642 8 01766 0

x

y
+

741898 1
- 321532 7

,

则 a11 = a22 = 01766 0, a12 = - 01642 8, a21 = 01642 8, A1 = 741898 1, A2= - 321532 7# 代入
式(3) 得

  f
c
1:

x

y
=

- 01146 5 - 01642 6
- 01962 6 01136 5

x

y
+

1601915 2
1421793 5

,

  f
c
2:

x

y
=

01387 1 01133 0
- 01257 8 01662 9

x

y
+

21935 6
591975 7

# 

该随机 IFS的吸引子集为 ( 1271050 6, 231734 3) , ( 371237 3, 1491527 5) , 新旧吸引子集
满足定理 3所揭示的关系# 

该随机 IFS迭代的分形见图 1( c)# 

( a)              ( b)              ( c)

图 1 例 1原图、平移及旋转图

例 2  取 IFS R
2
; f i ; pi : i = 1, 2, 3 [ 3]

其中 p 1 = p 2 = p 3 =
1
3

,

  f 1:
x

y
=

0 0

0 01355
x

y
+

015
0

,

  f 2:
x

y
=

01692 9 01287 0
- 01287 0 01692 9

x

y
+

01153 5
01498 5

,
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  f 3:
x

y
=

01505 6 - 01440 8
01367 4 01606 8

x

y
+

01247 2
01029 3

# 

该随机 IFS迭代的图像见图 2( a)# 

若要将原随机 IFS迭代的分形图做关于 x = 01604 4的对称变换,即

  g:
x

y
=

- 1 0

0 1

x

y
+

1121
0

# 

则 a11 = - 1, a22 = 1, a12 = a21 = 0, A1 = 1121, A2 = 0,代入式(3) 得

  f
c
1:

x

y
=

0 0

0 01355
x

y
+

0171
0

,

  f
c
2:

x

y
=

01692 9 - 01287 0
01287 0 01692 9

x

y
+

01218 1
01151 2

,

  f
c
3:

x

y
=

01505 6 01440 8
- 01367 4 01606 8

x

y
+

01351 0
01473 9

# 

该随机 IFS迭代的分形图见图 2( b)# 

( a)                    ( b)

( c)

图 2 例 2原图、对称及拉伸图

若要将原随机 IFS迭代的分形图沿 x 轴方向放大至 115倍,保持 y 轴方向不变,即

  g:
x

y
=

115 0

0 1

x

y
,

则 a11 = 115, a22 = 1, a12 = a21 = A1 = A2 = 0, 代入式(3) 得
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  f
c
1:

x

y
=

0 0

0 01355
x

y
+

0175
0

,

  f
c
2:

x

y
=

01692 9 01430 5
- 01191 3 01692 9

x

y
+

01230 3
01498 5

,

  f
c
3:

x

y
=

01505 6 - 01661 2
01244 9 01606 8

x

y
+

01370 8
01029 3

# 

该随机 IFS迭代的分形图见图 2( c)# 

5  结 束语

随机 IFS已经用来产生了各种形态的图形# 确定这些物体图形的随机 IFS仅有很少的几

个仿射变换参数# 然而, 确定这些仿射变换参数仍然是一件非常困难的工作# 我们的工作

给出了确定一个随机 IFS迭代的图像经过仿射变换后得到的图像所对应的随机 IFS的具体方

法# 它对揭示仿射变换参数的随机 IFS中的作用提供了某些信息# 

由此可以引发几个更为有趣的问题# 一是如何选择变换 g (#) ,在保持原随机 IFS迭代的

图形不变情况下,使新的随机 IFS 具有最少参数以达到压缩数据的目的# 二是如何实现从原

有的随机 IFS到新的随机 IFS参数之间的连续变换# 让分形图形运动起来,以便更逼真的表达

现实世界的复杂过程# 如树叶的随风飘动,云烟的弥漫扩散等等# 三是通过变换的着色和概

率的选择来反映大千世界的千姿百态、丰富多彩# 我们将在另文中深入探讨这些问题# 
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Affine Transformation in Random Iterated

Function Systems

XIONG Yong,  SHI Ding_hua

( Depa rtm ent of Mathem atics , Shangha i Univer sity , Shan ghai 200436, P R China )

Abstract: Random iterated function systems ( IFSs) is discussed, which is one of the methods for

fractal drawing. A certain figure can be reconstructed by a random IFS. One approach is presented to

determine a new random IFS, that the figure reconstructed by the new random IFS is the image of the

origin figure reconstructed by old IFS under a given affin transformation. Two particular examples are

used to show this approach.

Key words: fractal; random iterated function system; affine tranformation
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