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摘要:  建立了广义中立型延迟系统理论解渐近稳定的充分条件, 分析了用线性多步方法求解广

义中立型延迟系统数值解的稳定性,在一定的 Lagrange插值条件下,证明了数值求解广义中立型系

统的线性多步方法NGPG_稳定的充分必要条件是线性多步方法是 A _稳定的# 
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引   言

考察如下广义中立型系统:

  yc( t ) = Ly ( t ) + My ( tS) + Nyc( tS)   ( t \ 0) , (1)

  y ( t ) = <( t )   ( t [ 0) , (2)

其中, L, M, N I C
d@ d
为已知矩阵, <( t ) I C

d
为已知向量函数, y ( t ) = ( y 1( t ) , y 2( t ) , ,,

yd ( t ) )
T当 t > 0时为未知函数, y( tS) = ( y 1( t - S1) , y 2( t - S2) , ,, yd( t - Sd) )

T
(0 < S1 [

S2 [ , [ Sd) 为常数延时量# 

对于 t - Si = t - S( i = 1, 2, ,, d ) , 1967年, Brayton[ 1] 基于 L, M, N 为实对称矩阵,以及

I ? N 和- L ? M为正定矩阵时,讨论了( 1) 渐近稳定的充分条件; 1984年, Jackiew icz
[ 2]
基于

L, M, N 为复系数时,研究了理论解的渐近稳定性及单步方法的数值稳定性; 1988年, Bellen,

Jackiewicz和Zennaro[ 3]基于 L, M, N为复系数时,讨论了隐式Runge_Kutta( IRK) 方法的数值处

理, 1994年, Kuang,Xiang和Tian
[ 4]
讨论了 H_方法的数值稳定性; 1995年,Hu和Mitsui

[ 5]
讨论了

Runge_Kutta方法的数值稳定性, 得到了显式 Runge_Kutta 方法的绝对稳定区域 # 1996 年,

Guangdi Hu和 Guangda Hu[ 6] 研究了理论解的渐近解稳定性, 得到了一些判定准则, 1999年,

Qiu, Yang 和Kuang
[ 7]
讨论了 IRK方法的渐近稳定性, 证明了 IRK方法NGP_稳定的充要条件是

A_稳定的; C J Zhang 和S Z Zhou
[ 8]
也研究了线性多步方法求解多重延迟量微分方程的数值稳
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定性# 

对于 N = 0 , 1994年, Koto
[ 9]
证明了 A_稳定的 Runge_Kutta方法是渐近稳定的; 1997年,

In. t Hout [ 10]也对 N = 0讨论 了Runge_Kutta方法的渐近稳定性,得到了一个比[ 9]中结果更好

的结论# 

本文目的是考察广义中立型系统( 1)的渐近稳定性, 以及用线性多步方法求解广义中立型

系统的初值问题( 1) ~ ( 2)的数值稳定性# 我们将给出广义中立型系统( 1)渐近稳定的条件,证

明线性多步方法 NGPG_稳定的充要条件是 A_稳定的# 

1  理论解的渐近稳定性

为了求得广义系统( 1)的特征方程, 观察其指数形式的解 y ( t ) = estx, x = ( x 1, x 2, ,,

xd )
T I C

d 为待定向量# 于是, 我们有

  y ( t ) = ( estx 1, e
s t
x 2, ,, estx d)

T
, (3)

  y ( tS) = ( e
s( t- S

1
)
x 1, e

s( t- S
2
)
x 2, ,, e

s( t- S
d
)
xd)

T
= e

_sT
e
s t
x, (4)

  yc( t ) = ses tx, (5)

  yc( tS) = se
- sT

e
st
x,  e

- sT
= diag e

- sS
1, e

- sS2
, ,, e

- sS
d , (6)

代入( 1)得

  ( sI - L- Me
- sT

- sNe
- sT

) x = 0# (7)

为使得( 1)有非平凡的指数解,我们得如下特征方程:

  det sI - L - Me
- sT

- sNe
- sT

= 0# (8)

其中, e
- sT

= diag e
- sS

1 , e
- sS

2, ,, e
- sS

d # 

为了下面论证的需要,我们引进矩阵的对数范数# 

定义 111  (见[ 11] )对于任一复矩阵 W I C
d@ d

,其对数范数 L( W) 定义为

  L( W) = lim
$y 0

+
( +I + $W+ - 1) / $# (9)

L( W) 严格地依赖于所选用的矩阵范数,我们用 Lp( W) 表示(9) 式中用的是 p_范数, p = 1,

2, ] # 

下面的引理 111及引理 112能在[ 11]中找到# 

引理 111  W的每个特征值Ki ( W) ( i = 1, 2, ,, d ) 满足

  - Lp(- W) [ Re( Ki ( W) ) [ Lp( W)   ( i = 1, 2, ,, d)# (10)

引理 112  对数范数 Lp ( W) 满足

  Lp ( A + B) [ Lp( A) + Lp( B) , (11)

  Lp ( A) [ +A +p , (12)

  

L1( W) = max
k

Re( wkk ) + E
i , i X k

| w ik | ,

L2( W) =
1
2
Kmax( W+ W

*
) ,

L] ( W) = max
i

Re( w ii + E
k, k X i

| w ik | # 

(13)

令

  P( s , Z) = det sI - L - (M + sN) Z ,

为参数 s 的函数,其中 Z = diag z 1, z 2, ,, zd 为对角阵# 显然
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  P( s , e
- sT

) = 0 (14)

便是( 1)的特征方程# 

定义 112  广义中立型系统( 1)称为渐近稳定的,倘使其任一解 y ( t ) 满足

  lim
t y ]

y ( t ) = 0# (15)

为了今后的证明,需要如下矩阵特征值的解析扰动定理# 

定理 111  (见[ 12] ) ,设 A( F) 是 A(0) 的扰动矩阵, A( F) 的每个元素是F的解析函数# 

则

a) 若 Ki是A(0) 的单重特征值, Ki (F) 是 A( F) 的一个特征值, Ki (F) y Ki (Fy 0)# 于是,

Ki (F) 是 F= 0的某邻域内的解析函数,即

  Ki ( F) = Ki (0) + E
]

n = 1
anF

n# (16)

b) 若 Kj 是A(0) 的 m重特征值, Kk (F) 是 A(F) 的特征根, Kk(F) y Kj (Fy 0) , k = j 1, j 2,

,, j m# 于是, Kk(F) 是
l

F的解析函数,这里 l [ m,
l

F是多值函数F1/ l 的某分支之一# 此时

  Kk( F) = Kj ( 0) + E
]

n= 1
bn, k(

l

F) n# (17)

考虑如下陈述:

a)

+N + < 1,

1
2
Kmax( L+ L

*
) + +M ++

+N +( +L + + +M +)
1- +N + < 0;

b)
Q( NN) < 1, PN, +N+ [ 1,

Re Ki [ ( I - NN)- 1
( L+ MN) ] < 0   ( PN, +N+ [ 1) ,

c) P ( s , e
- sT

) = 0 ] Re( s) [ - r < 0;

d) 中立型系统( 1)是渐近稳定的# 

上列陈述中出现的矩阵范数表示谱范数,而

  Kmax( A) = max K: K I R[ A] ,

  N= diag N1, N2, ,, Nd

为对角矩阵# 

定理 112  对于上面的四个陈述有如下关系:

  a) ] b) ] c) ] d)# 

证明  由 b)中的第一个条件知

  P( s , N) = det sI - L - (M + sN) N =

      det I - NN det sI - ( I - NN) - 1
( L+ MN) ,

从而

  P( s , N) = 0Z det sI - ( I - NN)
- 1

( L + MN) = 0# 

如果 c)中有一个零点 s 0, 即 P ( s0, e
- s

0
T
) = 0,使得 Re( s0) \ 0,令 N0 = e

- s
0
T
,有 +N0 + [ 1,

则 P ( s0, N0) = 0, 但这与b) 中第二个条件是违背的, 从而

  P( s , e
- sT

) = 0 ] Re( s) < 0# (18)

又

  P( s , N) = 0Z det sI - I - NN)- 1
( L+ MN) = 0,

从定理 111可以看出方程 P ( s, N) = 0之零点 s 是N的连续函数, 即 s = s( N) 于紧集上连续,
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从而 Re( s( N) ) 在该紧集上达到最大值

  max
i

max
+N+ [ 1

Re( si ( N) ) = - D< 0# (19)

利用获得( 19)式的同样理由,对于充分小的 E> 0,有

  max
i

max
+N+ [ 1+ E

Re( si ( N) ) = - D1 < 0# (20)

这里 D1 < D# 又若

  sup Re( s) : P ( s , e
- sT

) = 0 = 0,

于是存在序列 sn , P ( sn, e
- s

n
T
) = 0且

  l im
ny ]

Re( sn) = 0# (21)

从( 21)式,对于充分小的正数 D2 < D1,必然存在自然数 N 使得

  + e
- s

N
T + [ 1 + E,  | Re( sN ) | < D2# 

令�N= e
- s

N
T
,那么 +�N+ [ 1 + E,即得

  Re( sN (�N) ) > - D2 > - D1,

但这是与( 20)式违背的# 至此我们完成了 b) ] c)之证明# 

再设 a)成立,由 a)中第一个条件推出

  Q( NN) < 1   ( P+N+ [ 1)# 

令 Q( N) = ( I - NN)
- 1

( L+ MN) , +N+ [ 1# 利用引理111及引理112中的(11)、(12)、(13)

得

  ReKi ( Q( N) ) [ L[ ( I - NN)
- 1

( L+ MN) ]# 

令 NN= T,得

  ReKi ( Q( N) ) [ L[ ( I + T + T
2
+ ,) ( L + MN) ] =

      L ( L + MN) + ( I + T+ T
2
+ ,) ( TL+ TMN) [

      L( L) + +M + + (1 + +T + + +T +2
+ ,) ( + TL + + +TM +) [

      L( L) + +M + +
+N +( +L + + +M +)

1- +N + < 0# 

由此证明了 a) ] b)# 

至于 c) ] d)可参阅文献[ 4]# 这就完成了定理 112的证明# 

2  线性多步方法的 NGPG_稳定性

考察线性多步方法

  E
k

j= 0
Ajyn+ j = h E

k

j= 0
Bjf n+ j , (22)

这里 Aj , Bj ( j = 0, 1, 2, ,, k) 为常系数, 且 A20+ B20 X 0# 将线性多步方法用于线性常微分方程

  yc( t ) = Ay ( t ) , (23)

这里 A I C
d@ d 是常矩阵, y ( t ) = ( y 1( t ) , y 2( t ) , ,, yd( t ) )

T 是未知向量函数,我们有

  E
k

j= 0

( Aj I - hBj A) yn+ j = 0# 

令

  Q( z) = Q( z ) I - hR( z ) A ,

其中
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  Q( z ) = E
k

j= 0

Aj z
j
, R( z ) = E

k

j= 0

Bj z
j# 

显然,我们有

引理 211  线性多步方法是 A_稳定的当且仅当对任意满足K I �R( hA) , Re( K) < 0以及 |

z | \ 1的 Q( z ) I - hR( z ) A是非奇异的# 这里�R( X) 表示矩阵 X的谱# 

用线性多步方法( 22)求解( 1)、( 2) ,有

  E
k

j= 0
Aj [ yn+ j - Ny n+ j- m (S) ] = h E

k

j= 0
Bj [ Lyn+ j + Myn+ j- m( S) ] , (24)

其中对每个 i , Di I [ 0, 1) 表示实数,由 Di = mi - Si / h给出, mi 为正整数且mi \ r + 1,而近

似值 y n+ j- m ( S) 由 Lagrange插值得到,即

yn+ j- m( S) = ( E
r

p
1
= - q

Lp
1
( D1) y

(1)
n+ j- m

1
+ p

1
, ,, E

r

p
d
= - q

Lp
d
( Dd ) y

(d )
n+ j- m

d
+ p

d
)
T

对 j = 1, 2, ,, k ,上标( l ) 表示向量的第 l 个分量, 并且

  Lp ( D) = F
k= - q, k X p

D- k
p - k

# 

假定( 24)具有如下形式的解:

  yn+ j = z
n+ j
X ,

其中 z 是复变量, X是复d_维向量:

  X = ( N(1) , N( 2) , ,, N( d) )# 

此时

yn+ j- m( S) = ( E
r

p
1
= - q

Lp
1
( D1) z

n+ j- m
1
+ p

1N(1) , ,, E
r

p
d
= - q

Lp
d
( Dd) z

n+ j- m
d
+ p

dN( d) ) T# 

令

T( z ) = diag( E
r

p
1
= - q

Lp
1
( D1) z

- m
1
+ p

1 , ,, E
r

p
d
= - q

Lp
d
( Dd ) z

- m
d
+ p

d ) ,

则有

  yn+ j- m ( S) = z
n+ j
TX# 

将上式代入( 24)得

  E
k

j= 0
Aj [ z

n+ j
X - Nz

n+ j
T( z ) X ] = h E

k

j= 0
Bj [ Lz

n+ j
+ Mz

n+ j
T( z ) X ]# 

整理得

  E
k

j= 0
[ Aj ( I - NT( z ) ) - Bj (�L + �MT( z ) ) ] z

n+ j
X = 0, (25)

其中 �L = Lh , �M = Mh ,如果 I - NT ( z ) 是非奇异的, (25) 可写成

  E
k

j= 0
[ AjI - Bj ( I - NT)

- 1
( �L + �MT( z ) ) ] z

n+ j
X = 0# (26)

若 X X 0,得特征方程:

  det( E
k

j= 0
[ AjI - Bj ( I - NT( z ) )

- 1
(�L + �MT( z ) ) ] ) = 0# (27)

令

  B = ( I - NT( z) )
- 1

(�L + �MT( z ) ) ,
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( 27)写为

  det( Q( z ) I - R( z ) B) = 0# (28)

定义 211  设广义中立型系统( 1) ( 2)满足条件 b) ,一数值方法称为 NPG_稳定, 如果数值

解 yn 满足:对任意 h > 0, mih = Si , mi \ 1是正整数,有

  l im
ny ]

y n = 0

然而条件 mih = Si 在实际计算中不一定成立# 为此,需引进

定义 212  设广义中立型系统( 1)、( 2)满足条件 b) , 一数值方法称为 NGPG_稳定, 如果数

值解 yn 满足:对任意 h > 0有

  l im
ny ]

y n = 0# 

为了分析用线性多步方法求解广义中立型系统的数值稳定性,引进多项式

  C( z , Di ) = E
r

p= - q

Lp ( Di ) z
p+ q# 

考察条件

  | C( z , Di ) | [ 1   (当 | z | = 1, 0 [ Di < 1)# (29)

据Strang
[ 13]

, Iserles和 Strang
[ 14]
有

引理 211  � ) ( 29)成立的充分必要条件是关系式 q [ r [ q + 2, | z | = 1和 0 [ Di < 1

成立; � ) 如果 q + r > 0, q [ r [ q+ 2, | z | = 1, 0 < Di < 1成立,则 | C( z , Di ) | = 1成立

的充分必要条件是 z = 1# 

定理 211  设条件b)成立,且 q [ r [ q+ 2, 那么求解广义中立型系统(1)、( 2) 的线性多

步方法是 NGPG_稳定的充分必要条件是线性多步方法是A_稳定的# 

证明  设线性多步方法是 A _稳定的,为了证明( 22)是 NGPG_稳定的,我们必须证明对任

意的 Di I [ 0, 1) , i = 1, 2, ,, d ,特征方程(28) 的根满足 | z | < 1# 

事实上,设特征方程( 28)的某个根 �z 对任意Di I [ 0, 1) , ( i = 1, 2, ,, d ) 有 | �z | \1# 首

先,我们证明对任意 | z | \ 1# 

  I - NT

是非奇异的# 

令

  R( z , Di ) = E
r

p= - q

Lp ( Di ) z
p- m

i = C( z , Di ) z
- ( m

i
+ q )# 

若 z 在单位圆上,由引理211知 | R ( z , Di ) | [ 1( Di I [ 0, 1) ) ; 当 | z | = ] 时有 | R( ] , Di ) | =

0( mi \ r + 1)# 因此由最大模原理知,当 | z | \ 1, Di I [ 0, 1) 时有 | R( z , Di ) | [ 1

利用上式得

+T + = +diag( E
r

p
1
= - q

Lp
1
( D1) z

- m
1
+ p

1, ,, E
r

p
d
= - q

Lp
d
( Dd ) z

- m
d
+ p

d ) + [ 1# (30)

所以当 +N + < 1时, 对 | z | \1和 Di I [ 0, 1) 有 Q( NT) < 1, 即对 | z | \1和 Di I [ 0, 1) I

- NT 是非奇异的# 

如果 | �z | \ 1满足

  det E
k

j= 0

[ Aj ( I - NT(�z ) ) - Bj ( �L + �MT(�z ) ) ]�z j =
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      det Q(�z ) I - R(�z ) B @ det [ ( I - NT(�z ) )- 1
] = 0,

其中 B = ( I - NT(�z ) )- 1
(�L + �MT(�z ) )# 此时有

  det Q(�z ) I - R(�zB = 0,

即 Q(�z ) I - R(�z ) B是奇异的# 由条件 b) 和 +T + [ 1知 B的特征值满足

  Re( K( B(�z ) ) ) < 0  ( Di I [ 0, 1) ; i = 1, 2, ,, d)# 

由线性多步方法( 22)是 A_稳定的假设以及不等式Re( K( B(�z ) ) ) < 0和 | �z | \ 1, 我们有

  det( Q(�z ) I - R(�z ) B) X 0# 

这与 Q(�z ) I - R(�z ) B 是奇异的矛盾# 至此完成了充分性的证明# 

反之,由线性多步方法的 NGPG_稳定性导出它对常微分方程来说是A_稳定的, 这是显然

的事# 

至此,我们完成了定理 211的证明# 

注记:延时微分方程在许多实际问题中出现, 如:控制论、种群的繁殖、人口的增长、环境科学、电力网络、

生物学、生态学等# 一般说来, 常见的延时微分方程中, 只有极少数能够获得理论解的解析表达式,因此, 对这

类微分方程的数值处理就显得十分必要# 
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NGPG_Stability of Linear Multistep Methods

for Systems of Generalized Neutral

Delay Differential Equations

CONG Yu_hao

( Depar tm ent of Ma thematics , Shan gha i Norm al Un iver sity , Shan gha i 200234, P R China )

Abstract: The stability analysis of linear multistep methods for the numerical solutions of the systems

of generalized neutral delay differential equations is discussed. The stability behaviour of linear mult-i

step methods was analysed for the solution of the generalized system of linear neutral test equations.

After the establishment of a sufficient condition for asymptotic stability of the solutions of the genera-l

ized system, it is shown that a linear multistep method is NGPG_stable if and only if it isA _stable.

Key words: generalized neutral delay differential system; asymptotic stability; linear multistep meth-

ods; NGPG_stability

742 丛    玉    豪


