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超 KdV方程的减缩摄动解法
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摘要:  利用减缩摄动法( Reductive Perturbation Method)将超KdV方程变换为普通 KdV方程, 并求出

了小振幅摄动解# 
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引   言

所谓超KdV方程是指方程组

  
ut - buux + 3hhx + uxxx = 0,

ht - buhx - ahux + chxx = 0,
(1)

其中 a, b , c( c X 0) 都是常数# 

文献[ 1]曾经用 Clarkson 和 Kruskal提出的直接法给出了 ( 1)的相似解, 本文用减缩摄动

法[ 2]把( 1)变换为普通 KdV方程,给出了小振幅摄动解# 为此将( 1)改写成矩阵向量方程

  Ut + AUx + KUxxx = 0, (2)

其中 U = ( u, h)
T
,矩阵 A 和K分别是

  A =
- bu 3h

- ah - bu
,  K =

1 0

0 c
# (3)

( 2)可视为向量形式的 KdV方程# 

1  减缩摄动法及 KdV方程变换

设 U
(0)

= ( u0, h0)
T
是(2) 的远方场定态解,且

  A0 =
- bu0 3h0

- ah0 - bu0

# (4)

求解 A0 的右、左特征问题

  
( K0I - A0) R0 = 0,

L0( K0 I - A0) = 0,
(5)

得特征值和特征向量为
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  K0 = - bu0 ? 3ah0, (6)

  
R0 = ( 3, ? a )

T
,

L0 = ( a , ? 3) T# 
(7)

并求出特征函数 K( u, h ) = - bu ? 3ah 在 U
(0)
处的梯度向量,即

  ¨K| U(0) = (- b, 3a)# (8)

当 U
( 0) X 0, a, b不全为零时, A0有非退化的实特征值 K0,由Friedrichs定理知: /与定态相

邻区域必然是简单波区域0# 所以,在远场定态解 U
(0) 附近以小参数 E将 U和A渐近展开为

  U = U
(0)

+ EU( 1)
+ E2U( 2)

+ ,, (9)

  A = A0+ EU( 1)
ü A0 + ,# (10)

当 E n 1时, (9) 的波振幅很小# 对 K0( = - bu0+ 3ah0) 作空间和时间尺度变换

  N= Er( x - K0 t ) ,  S = Er+ 1
t , (10)

其中, r 是决定时间和空间尺度变化的待定常数# 

把( 9)、( 10)、( 11)代入( 2)并消去 E
r+ 1
后得

  (- K0 I + A0)
5U( 1)

5N + E (- K0 I + A0)
5 U(2)

5N +
5 U( 1)

5S + U
( 1) # ü A0

5 U(1)

5N +

      E2rK 53
U

(1)

5N3
+ O( E2r+ 1

) = 0# 

为了在( 11)的变换下使得( 2)式不变,应使 E2r = E,即 r = 1/ 2# 于是, 上式变为

  (- K0 I + A0)
5U( 1)

5N + E (- K0 I + A0)
5 U(2)

5N +
5 U( 1)

5S +

      U
( 1) # ü A0

5 U(1)

5N + K
53 U(1)

5N3
+ O( E2) = 0, (12)

略去( 12)中 O( E2) 及以上的项,分别取 E的零级近似和一级近似可得:

  (- K0 I + A0)
5U( 1)

5N = 0, (13)

  (- K0 I + A0)
5U( 2)

5N +
5 U(1)

5S + U
(1) # ü A0

5U( 1)

5N + K
53
U

(1)

5N3
= 0# (14)

由( 5)知, 5 U(1)
/ 5N应正比于A0的右特征向量 R0, 为此设

  5 U(1)

5N = <0( N, S) R0# (15)

将( 15)式对 N积分得

  U
(1)

= <( N, S) R0+ v0( S) , (16)

其中, <( N, S) = Q<0( N, S)dN为待定函数, v0( S) 为依赖于 S的积分常数,一般依赖于边界条

件,本文要求 | N| y ] 时, U
( 1) y 0,因而 < y 0,故取 v 0( S) = 0# 

对于( 14) ,用 A0的属于 K0的左特征向量 L0左乘(14) , 由(5) 式, 则这个方程解存在的必要

条件是

  L0 #
5 U(1)

5S + ( U
(1) # üA0)

5 U(1)

5N + K
53
U

( 1)

5N3 = 0# (17)

把( 16)代入( 17) , 最后得关于 <( N, S) 的普通KdV方程

  5 <
5S+ A<

5 <
5N+ B

53
<

5N3
= 0, (18)
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其中

  A=
L0( R0 # ¨K0) R0

L0R0
=

2a - 3b

3
, (19)

  B=
L0KR0

L0R0
=

1 + c
2

# (20)

( 19)、( 20)清楚地表明, 当( 1)变换为单自由度 KdV方程( 18)后, 其非线性系数 A和色散项

系数 B准确地反映出与原方程中系数a, b , c之间的关系# 如果取 E的一级近似

U = U
( 0)

+ EU(1)
(21)

可通过求解( 18)得到 <,再由( 16) 求得 U
( 1)

,最后由(21)求得 U的E的一级小振幅摄动解# 对

于文献[ 1] 列出的三种具有 Painleve 性质系数参数

  a = b = 3, c = 1; a = 3, b = 6, c = 4; a = b = 6, c = 1

分别对应于KdV方程

  5 <
5S- 3<

5 <
5N+

53<
5N3

= 0, (22)

  5 <
5S- 4 3 <

5 <
5N+

5
2
53<
5N3

= 0, (23)

  5 <
5S- 2 3 <

5 <
5N+

53<
5N3

= 0# (24)

2  KdV方程求解

引入变换

  < =
6B(1/ 3)

A
U, N= B( 1/ 3) z , (25)

则( 18)变为规范KdV方程

  5U
5S - 6U5U

5z +
53
U

5z 3
= 0# (26)

方程( 26)可用散射反演法[ 3]求解# 设( 26)的SchrÊdinger方程有 N 个离散特征值

  Ki = - k
2
i  ( i = 1, 2, ,, N) ,

且 k 1 < k2 < ,< kN- 1 < kN ,当 | S | y ] 时有解

  U( z , S) = - 2 E
N

i= 1

k
2
isech

2
( kiz i + Di ) , (27)

其中

  Di =
1
2
logB i ,  B i =

C
2
i

2ki
F
i- 1

j = 1

( kj - ki )

( kj + ki )

2

, (28)

这里 Ci 由(26) 的初始条件确定# 

1)  单孤立子波

对于方程( 26)的以

  U0 = - 2sech2z (29)

为势的SchrÊdinger方程的特征问题,此时有一个离散特征值 k1 = 1,由(27) 式可得

  U( z , S) = - 2sech2( z - 4S+ D1)# (30)

从而

755超 KdV方程的减缩摄动解法



  < =
B
(1/ 3)

A
sech2( B(1/ 3) N- 4S+ D1)# (31)

最后得

  u = u0+ E 3
3B(1/ 3)

A
sech2

( B- (1/ 3) N- 4S+ D1) , (32)

  h = h0+ E a
3B(1/ 3)

A
sech

2
( B

- (1/ 3)
N- 4S+ D1)# (32)

当 | S | y ] 时, lim
Sy ]

<( z , S) + 2sech
2
( z - 4S) = 0# 

上式表明, 在远方场结构中,初始扰动形成了一个单孤立子波# 

2)  双孤立子波相互作用问题

对于方程( 26)的以

  U0 = - 6sech
2
z (34)

为势的SchrÊdinger方程的特征问题,此时有两个离散特征值 K1 = - 1, K2 = - 4,由(27) 式可得

  U( z , S) = - 12
3 + 4cosh(2z - 8S) + cosh(4z - 64S)
[ 3cosh( z - 28S) + cosh(3z - 36S) ] 2

, (35)

所以

  < = 72
B( 1/ 3)

A
3+ 4cosh(2B- (1/ 3) N- 8S) + cosh(4B- (1/ 3) N- 64S)
[ 3cosh( B- (1/ 3) N- 28S) + cosh(3B- ( 1/ 3)N- 36S) ] 2

, (36)

  u = u0+ E72 3
B(1/ 3)

A
# 3 + 4cosh(2B- (1/ 3) N- 8S) + cosh(4B- ( 1/ 3) N- 64S)

[ 3cosh( B- ( 1/ 3) N- 28S) + cosh(3B- (1/ 3) N- 36S) ] 2
, (37)

  h = h0+ E72 a
B( 1/ 3)

A
3+ 4cosh(2B- ( 1/ 3) N- 8S) + cosh( 4B- (1/ 3) N- 64S)
[ 3cosh( B

- (1/ 3)
N- 28S) + cosh(3B

- ( 1/ 3)
N- 36S) ]

2# (38)

对于特征值 K1 = - 1,当 | S | y ] 时, (35) 的极限为

  
lim
Sy ]

U1( z , S) + 2sech2( z - 4S- H1) = 0,

lim
Sy ]

U1( z , S) + 2sech2( z - 4S- D1) = 0# 
(39)

其中, H1 =
1
2
ln3, D1 = -

1
2
ln3# 对于特征值 K1 = - 4,当 | S | y ] 时, (35) 的极限为

  
lim
Sy ]

U2( z , S) + 8sech2[ 2( z - 16S- H2) ] = 0,

lim
Sy ]

U2( z , S) + 8sech2[ 2( z - 16S- D2) ] = 0# 
(40)

其中, H2 = -
1
4
ln3, D2 =

1
4
ln3# 

式( 35) ~ ( 40)表明两个波作用后将在其传播方向上各自改变一个相位, 但总的相位变化

为零# 这表明整个系统运动守恒# 由初值问题所决定 SchrÊdinger方程的特征值,其每一个离

散的特征值都对应于一个孤波# 解( 35)描述了两个服从 KdV 方程的孤立波在相互作用时形

成的双波结构# 

3  结 束语

综上所述, 对于小振幅运动,在远方场渐近意义上, 利用减缩摄动法, 可以把像超 KdV方

程这样一类非线性方程, 变换为单自由度普通 KdV方程求解是比较简便的# 
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Reductive Perturbation Method of

Super KdV Equations
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Abstract: By using reductive perturbation method, super KdV equations are changed into ordinary

KdV equations, small amplitude perturbation solutions are obtained.

Key words: super KdV equation; reductive perturbation method; KdV equation
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