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快变海底和自由表面流共振生成的
弱非线性 Stokes波

X
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(惠昌年推荐)

摘要:  运用WKBJ 型摄动逼近法,对环境流同沙纹海底共振产生的自由表面水波的非线性效应进

行了研究# 沙纹海底由缓变平均水深部分和快变海底部分叠加构成# 根据对快变海底波长的不

同选取,可以相应地激发环境流同非平整海底的同步共振、超谐波共振和次谐波共振, 由此产生自

由表面波运动# 对次谐波共振进行了详细考察# 对于定常流自治动力系统, 对可能出现的非线性

各种稳态及其稳定性进行了探讨# 假如环境流具有一个小振动分量, 动力系统成为非自治的, 则

将发生混沌现象# 
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引   言

表面波、环境流与非平整海底的相互作用对于海岸工程师和沉积学家具有根本的意义# 

例如,环境流同由潮流或波浪产生的海底地形(如近岸海床上的沙丘( dunes)和沙纹( ripples) )

共振而激发的表面波将会改变邻近海岸区域的波候# 目前,对于波浪(或者环境流)与预先设

定的非平整海底地形的相互作用, 人们已进行了大量的研究
[ 1~ 4]# 但是对波_流_海底相互作

用的考察,尤其是探讨它们之间非线性共振的机制,却为数不多[ 5~ 6]# 基于此,本文从动力系

统的观点出发, 对波_流_海底的非线性共振机制进行探讨, 这样也许能够解释沙纹海底地形的

演变过程及其基本特征# 

1  控制方程和WKBJ摄动方法

考虑自由表面流在水深为 h( x ) 的沙纹非平整海底上流动, x 表示 Cartesian 水平坐标# 

垂直坐标 z 竖直向上, z = 0表示无扰动的自由表面, z = F( x , t ) 表示自由表面高度# 假设水

体无粘,水流无旋,则可引人总势 5 ( x , z , t ) 和扰动势 <( x , z , t )# 假设水深由慢变分量 h0和

快变分量 h1组成:

  h = h0( x ) + h1( x ) , ( 1)
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用 + 表示h0( x ) 的水平长度尺度, K= 2P/ k 表示载波的典型波长# 慢变分量 h0和快变分量

h1 遵守下列量级关系式:

  O( D) = O
1

kh0

5 h0

5x
= O

K
+

n 1, ( 2)

  O( kh1) U O( D
3
) , O

h1

+
= O( D

4
)# ( 3)

引入下列慢变量

  x 1 = Dx , t 1 = Dt , ( 4)

则水深可重新写为

  h = h0( x 1) + D3
h1( x ) = h0( x 1) + D2

h1( x 1)# ( 5)

当不存在沙纹时,以 U表示均匀来流速度, 则

  5( x , z , t ) = Ux + <( x , z , t )# ( 6)

将( 6)代入Laplace方程,可得

  52<
5x

2 +
52<
5z

2 = 0   (- h [ z [ F)# ( 7)

假设自由表面压力为零, Bernoulli方程可写为

  gF+
5 <
5 t

+ U
5 <
5x

+
1
2

5 <
5x

2

+
5 <
5z

2

= 0   ( z = F) , ( 8)

运动边界条件可表示为

  5
5 t

+ U+
5 <
5x

5
5x

+
5 <
5z

5
5z

( z - F) = 0   ( z = F)# ( 9)

从( 8)和( 9)中消去自由表面位移 F,可得

  52<
5t

2 + g
5 <
5z

+
5
5 t

5 <
5x

2

+
5 <
5z

2

+
1
2

5
5x

,
5
5z

< # 5
5x

,
5
5z

5 <
5x

2

+

      5 <
5z

2

+ U
2 52

<
5x

2 + 2 U
52
<

5x5 t
+ U

5
5x

5 <
5x

2

+
5 <
5z

2

= 0   ( z = F) , ( 10)

沿着海底的无通量边界条件为

  5 <
5 z

+
5h
5x

5 <
5x

= 0   ( z = - h)# ( 11)

假设非线性参数 E与调制参数D为同一量级# 将非线性和调制速率按照WKBJ型摄动法展

开:

  < = E
n= 1

E
n E

m = + n

m = - n

<
( n, m)

E
m
0 , F= E

n= 1
E

n E
m = + n

m= - n

F
( n, m )

E
m
0 , ( 12)

其中

  E0 = exp i V0( x 1) / E , V 0 = Qk0dx 1, ( 13)

  <( n, m )
= <( n, m)

( x 1, z , t 1, x 2, t 2, ,) , F( n, m )
= F( n, m)

( x 1, t 1, x 2, t 2, ,)# ( 14)

允许入射流速度 U在共振点处存在微小的解调性

  U = U0 + EU1 + E2
U2 + ,# ( 15)

将( 8)和( 10)在 z = 0处按Taylor 级数展开: ( 11) 式在 z = - h0处按Taylor 级数展开, 最后将

( 12) 中的 <表达式代入 Laplace方程( 7)# 由以上则得关于每一个指标( n, m ) 的一组常微分

方程:
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  52

5z
2 - m

2
k

2
0 <( n, m )

= R
( n, m )   ( 0 \ z \- h0) , ( 16)

  g
5 <( n, m )

5z
- m

2
( k0 U0)

2<( n, m)
= G

( n, m)   ( z = 0) , ( 17)

  5 <( n, m )

5z
= F

( n, m )   ( z = - h0) , ( 18)

  F( n, m )
= -

1
g

[ imU0k 0<
( n, m)

+ H
( n, m )

]   ( z = 0) , ( 19)

其中强迫函数 R
( n, m)

、G
( n, m )

、F
( n, m)

和H
( n, m )

的显示表达形式在下一节需要时给出# 

现在考虑在 O( E) 上能够产生与 Eexp( ? iV 0/ E) 成正比例关系的自由表面波# 我们可以

做类似的证明[ 5]
:如果快变水深分量与下列任何一种谐波量成正比例,则将发生由非线性引起

的共振:

  exp( ? ipV 0/ E) , p =
1
3

,
1
2

, 1, 2, 3 , ( 20)

与此对应的共振可分别称为同步共振 ( p = 1) ; 超谐波共振( p = 1/ 3, 1/ 2) ;次谐波共振( p =

2, 3)# 在下一节里我们将详细地考察次谐波共振# 

2  次 谐波 共 振

次谐波共振可由小于自由表面波运动一阶量大小的快变水深诱发产生:

  h1 =
1
2

aE
2
0, ( 21)

其中   a = a( x 1, x 2, ,)# 

假定水流可表示为

  U = U0 + E2
U2( t 2) , ( 22)

对于一阶问题 ( n = 1) ,所有强迫项均为零# ( 16) ~ ( 19) 的齐次解为

  5 <( 1, 0)

5z
= F(1, 0)

= 0, ( 23)

  <(1, 1)
=

igA
2k 0 U0

chQ
chq

, ( 24)

  F(1, 1)
=

1
2

A# ( 25)

其中

  ( k0 U0)
2

= g k0thq , Q = k 0( z + h0) , q = k0 h0# ( 26)

当 n \ 2时, m = 0和 m = 1时的可解性条件可分别表示为

  Q
0

- h
0

R
( n, 0)dz + F

( n, 0)
=

1
g

G
( n, 0)

, ( 27)

  1
k 0Q

q

0
R

( n, 1)
chQdQ + F

( n, 1)
=

1
g G

( n, 1)
chq; ( 28)

当 n = 2, m = 0时,存在下列强迫函数

  

R
(2, 0)

= F
(2, 0)

= G
(2, 0)

= 0,

H
(2, 0)

=
5 <(1, 0)

5 t 1
+ U0

5 <( 1, 0)

5x 1 z= 0
+

g2
| A |

2

4 U
2
0

( 1 + th
2

q)# 
( 29)

将( 29)代入( 16) ~ ( 19) ,可得
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  5 <( 2, 0)

5z
= 0, ( 30)

  F(2, 0)
= -

1
g

5 <( 1, 0)

5t 1
+ U0

5 <(1, 0)

5x 1 z = 0
-

g | A |
2

4U
2
0

( 1+ th2
q)# ( 31)

当 n = 2, m = 1时,其强迫函数为

  

R
(2, 1)

= - i
5
5x 1

( k 0<
(1, 1)

) - ik 0
5 <(1, 1)

5x 1
, F

( 2, 1)
= -

5 h0

5x 1
[ ik0<

( 1, 1)
] z= - h

0
,

G
(2, 1)

= - U
2
0 ik0

5 <(1, 1)

5x 1
+ i

5( k 0<
(1, 1)

)

5x 1 z= 0
- 2iU0 k0

5 <( 1, 1)

5t 1 z= 0
,

H
(2, 1)

= U0
5 <( 1, 1)

5x 1
+

5 <( 1, 1)

5t 1 z= 0
# 

( 32)

将( 32)代入( 16) ~ ( 19) ,可得 <( 2, 1) 的一般解为

  <(2, 1)
=

igDchQ
2k 0 U0

+
gA

4k0 U0chq
A1[ 2QchQ + 2shQ( ch

2
q - ch

2
Q) ] +

      A2[- shQsh2Q + shQ( sh2q + 2q) ] + A3[ Q
2chQ + 2QshQch2

q +

      shQ( sh2q + 2q - 2q ch
2
q ) ] - 2

5 h0

5x 1
shQ , ( 33)

其中

  A1 =
5Q

k 05x 1
, A2 =

chq
k0A

5
5x 1

A
chq

, A3 =
5
5 x1

1
k0

# ( 34)

(33)右端的第一项和第二项分别表示 <(2, 1) 的齐次解和特解# 相应地,自由表面位移 F( 2, 1) 可

表示为

  F(2, 1)
= -

1
g

[ iU0 k0<
(2, 1)

+ H
( 2, 1)

] z= 0# ( 35)

当 n = 2, m = 1时,由可解性条件( 28) 得到

  5A
5 t1

+ U0( 1- r )
5A
5x 1

=
A U0

2k0

5 k0

5 x1
( 1- r ) +

1
2

A U0
5 r
5x 1

, ( 36)

其中

  r =
1
2

1+
2q

sh2q
# 

当 n = 2, m = 2时,其强迫项为

  
R

(2, 2)
= F

(2, 2)
= 0, G

( 2, 2)
= iA 2

( k 0 U0)
3 1

4 -
1

2sh
2

q
,

H
(2, 2)

= iF(1, 1)
k0 U0

5 <(1, 1)

5z
+

1
2

5 <(1, 1)

5 z

2

- k
2
0( <(1, 1)

)
2

z= 0
# 

( 37)

由( 16) ~ ( 19)即得 <
(2, 2)
的解

  <(2, 2)
=

ik0 U0A
2

16sh4
q

( 2 - sh2
q) ch2Q, ( 38)

  F(2, 2)
=

( k0 U0A chq )
2

4gsh4
q

# ( 39)

654 黄    虎    周   锡   



当 n = 3, m = 0时,强迫项为

R
(3, 0)

= -
52<(1, 0)

5x
2
1

, F
(3, 0)

= -
5h0

5x 1

5 <(1, 0)

5x 1
,

G
(3, 0)

= -
52<(1, 0)

5 t
2
1

- U
2
0
52<(1, 0)

5x
2
1

- 2 U0
52<(1, 0)

5x 15t 1
- 2 k

2
0
5 | <( 1, 1)

|
2

5 t 1
+

  
5
5 t 1

5 <( 1, 1)

5z

2

- U0 4k0
5k 0

5x 1
| <

(1, 1)
|

2
+ 2k

2
0
5 | <

( 1, 1)
|

2

5x 1
+

  2 5
5x 1

5 <( 1, 1)

5z

2

+ ( k 0 U0)
2F(2, 1) 5�<(1, 1)

5 z
- 2ik0 U0�F

(1, 1) 52
<

(1, 1)

5z5 t1
-

  �F(1, 1)
- ( k0 U0)

2 5 <(2, 1)

5z
+ U

2
0 ik 0

52<(1, 1)

5z5x 1
+ i

52
( <(1, 1)

k0)

5z5x 1
+ c. c. ,

( 40)

其中( - )表示所在项的复共轭, c. c. 则表示前项的复共轭# 由可解性条件( 27)得到

52
<

(1, 0)

5t
2
1

+ 2U0
52
<

(1, 0)

5x 15 t 1
+ ( U

2
0 - gh0)

52
<

(1, 0)

5x
2
1

- g 5 <
( 1, 0)

5x 1

5 h0

5x 1
+

1
4

g k0 U0 -
q

ch2
q

+

    3thq + 2thqsh2
q +

4
sh2q

5 | A |
2

5x 1
+ g k0

5 | A |
2

5t 1

2+ th2
q

4thq
+ ( k 0 U0)

3
| A |

2 @

    -
1

2k 0

5q
5x 1

1
sh2q

(- 2sh
4

q - sh
2

q + 2) -
q

2ch
2

q
+

1

k
2
0

5k 0

5x 1

q
sh2q

+

    
1

2sh2
q

( sh4
q + 5sh2

q + 2) +
1

sh2q

5h0

5x 1
-

1
2

( k0 U0)
2 5 <( 1, 1)

5x 1
thq( i�A + c. c. ) = 0# 

( 41)

从物理意义上讲, ( 41)描述了短波群在非平整海底上传播而产生的二阶长波运动# 

当 n = 3, m = 1时,强迫项为

R
(3, 1)

= -
52<(1, 1)

5x
2
1

- i
5
5x 1

[ k0<
( 2, 1)

] + k0
5 <( 2, 1)

5x 1
- i

5
5x 2

[ k0<
(1, 1)

] + k0
5 <(1, 1)

5x 2
, ( 42)

F
(3, 1)

= -
5 h0

5x 1
ik0<

( 2, 1)
+

5 <(1, 1)

5x 1 z= - h
0

-
3
2

ak
2
0[ �<(1, 1)

] z = - h
0
, ( 43)

G
(3, 1)

= -
52<(1, 1)

5 t
2
1

+ k
4
0 | <( 1, 1)

|
2<( 1, 1)

- k
2
0�<

(1, 1) 5 <(1, 1)

5z

2

-
5 <(1, 1)

5z
k

2
0
5 | <(1, 1)

|
2

5z
+

    5
5z

5 <( 1, 1)

5z

2

-
5�<( 1, 1)

5z

5 <(1, 1)

5z
52<(1, 1)

5z
2 - k

2
0<

(1, 1) 5 <(1, 1)

5z
- U

2
0
52
<

(1, 1)

5x
2
1

+

    ik 0
5 <(2, 1)

5x 1
+ i

5
5x 1

[ k 0<
(2, 1)

] + 2ik0
5 <(1, 1)

5x 2
- 2U0

52<(1, 1)

5 t15x 1
+ ik 0

5 <( 2, 1)

5t 1
-

    2ik0 U0
5 <(1, 1)

5 t 2
- U0 4ik 3

0�<
( 1, 1) <(2, 2)

- 2k
2
0<

( 1, 1) 5 <( 1, 0)

5x 1
+ 2ik0

5�<(1, 1)

5z
5 <(2, 2)

5z
+

    ( k 0 U0)
2F(2, 0) 5 <(1, 1)

5z
+ 4( k 0 U0)

2�F(1, 1) 5 <(2, 2)

5z
+ ( k 0 U0)

2F(2, 2) 5�<(1, 1)

5z
+

    ( k 0 U0)
2

| F( 1, 1)
|

2 52
<

(1, 1)

5z
2 +

1
2

( k 0 U0)
2
[ F(1, 1)

]
2 52

<
(1, 1)

5z
2 + 2U0 U2k

2
0<

(1, 1)
, ( 44)

由( 42) ~ ( 44)代入可解性条件( 28) , 并且忽略 <(2, 1) 的齐次解效应, 可得

i
5A
5 t2

+ iU0( 1- r )
5A
5x 2

= -
1+ qthq

k 0

52
A

5t 15x 1
-

1
2k 0 U0

52
A

5t
2
1

+ k 0A U2 +
5 <(1, 0)

5 t1
+
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    th2
q

2 U0

5 <(1, 0)

5 t1
+ U0

5 <(1, 0)

5x 1
- k

2
0 U0�A a

3
2sh2q

+ L1
5A
5 t 1

+ L2
52

A

5x
2
1

+ L3
5A
5x 1

+

    AL4 - k
3
0 U0

1
16

7

ch2
q

+ 11th2
q +

8

sh22q
+

4

ch2
qsh4

q
| A |

2
A , ( 45)

其中 Lj ( j = 1 ~ 4) 的详细表达式在附录中给出# 我们强调指出( 41) 和( 45) 共同构成了一阶

振幅 A 和平均流动势<( 1, 0) 演化的控制方程# 从( 36) 可得

52
A

5t
2
1

= U
2
0( 1 - r )

2 52
A

5x
2
1

+
1
2

U
2
0
5A
5x 1

( r - 1)
1
k 0

5 k0

5x 1
( 1- r ) +

5 r
5x 1

+

    A
1
2

U0
1
k0

5 k0

5x 1
( 1 - r ) +

5r
5x 1

2

, ( 46)

52
A

5x 15 t 1
= - U0( 1- r )

52
A

5x
2
1

+
1
2

U0
5A
5x 1

1
k 0

5 k0

5 x1
( 1- r ) +

5 r
5x 1

+

    1
2

A U0 ( 1- r )
1
k0

52
k0

5x
2
1

-
1

k
2
0

5k 0

5x 1

2

-
1
k0

5k0

5x1

5 r
5x 1

+
52

r

5x
2
1

, ( 47)

因此( 45)可重新写为

i
5A
5 t2

+ iU0( 1- r )
5A
5x 2

= -
U0

2k 0
[ r

2
+ r ( 2q thq - 1) - 1]

52
A

5x
2
1

+ L4 +
1
2

U0L1
5r
5 x1

+

    1
k0

5k 0

5x 1
( 1- r ) + k0

5 <( 1, 0)

5t 1
+ U2 +

th2
q

2U0

5 <( 1, 0)

5t 1
+ U0

5 <(1, 0)

5x 1
-

    
U0

8k0

1

k
2
0

5k0

5x1

2

( 1 - r ) ( 5 + 4qth q - r ) +
4
k0

52
k0

5x
2
1

( 1+ qthq ) ( 1- r ) +
5r
5x 1

2

+

    4( 1 + q thq )
52

r

5x
2 +

1
k 0

5 k0

5 x1
2
5 r
5x 1

( 1 - r ) - 4
5r
5x 1

( 1 + q thq ) A -
3ak

2
0 U0

2sh2q
�A -

    
k

3
0 U0

16
11th2

q +
7

ch2
q

+
8

sh22q
+

4

ch2
q sh4

q
| A |

2
A + L3 + L1 U0( r - 1) -

    
U0

4k 0

2
k 0

( 1+ qthq ) + r - 1 1
k 0

5 k0

5x 1
( 1 - r ) +

5 r
5x 1

5A
5x 1

# ( 48)

当振幅 a 独立于x1和 x 2, A 相对于x 1和 x 2不存在空间调制时,演化方程( 48) 可简化为著名的

Stuart_Landau方程:

i 5A
5 t2

= k0 U2A -
k

3
0 U0

16
11th

2
q +

7

ch
2

q
+

8

sh
2
2q

+
4

ch
2
q sh

4
q

| A |
2
A -

    
3ak

2
0 U0

2sh2q
�A# ( 49)

3  动 力系 统

对于定常流、常量 U2,设

  ac = k0 a, ( 50)

  Ac =
2sh2q
3ac

1
16

11th2
q +

7

ch2
q

+
8

sh22q
+

4

ch2
qsh4

q

1/ 2

k0A , ( 51)

  T = ac 3
2sh2q

k 0 U0t 2, ( 52)

则( 49)可以无量纲化为
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  i
5Ac
5T

= SAc- | Ac |
2
Ac- �Ac# ( 53)

假设 Ac = X + iY, 通过分离实部和虚部,可得一个二阶自治动力系统

  5X
5T

= ( 1+ S) Y - ( X
2

+ Y
2
) Y, ( 54)

  5 Y
5S = ( 1 - S) X + ( X

2
+ Y

2
) X , ( 55)

其中 S代表速度解调的分叉参数, 可表示为

  S =
2sh2q
3ac

U2

U0
# ( 56)

( 54)与( 55)构成了一个可积的Hamilton系统:

  H ( X , Y ) =
1
2
S( X

2
+ Y

2
) -

1
4

( X
2

+ Y
2
)

2
+

1
2

( Y
2

- X
2
)# ( 57)

图 1 次谐波共振的分叉图

( 54)与( 55)存在下列不动点:对任意 S, 存在

不动点( 0, 0) ; 当 S > - 1时,存在不动点[ 0, ? ( S

+ 1)
1/ 2

] ; 当 S > 1时, 存在不动点[ ? ( S- 1)
1/ 2

,

0]# 由以上不动点的 Jacobians可得到下列结果:

当 S I (- 1, 1) 和 S I/ (- 1, 1) 时, ( 0, 0) 分别表示

一个鞍点和一个中心, 其振动的固有角频率为 8

= ( S
2
- 1)

1/ 2
; [ 0, ? ( S+ 1)

1/ 2
] 可写为( 0, C

+
) 和

( 0, C
-

) , C
+ 和 C

- 表示中心, 其对应的振动频率

为 8 = 2( 1 + S)
1/ 2

; [ ? ( S- 1)
1/ 2

, 0] 则可写为( S
+

, 0) 和( S
-

, 0) , S
+
和 S

-
表示鞍点# 该动

力系统的分叉图如图 1所示# 

实际上[ 5] , 原点处的不动点即表示水体自由平坦表面这样一种平凡状态, C
+ 和 C

- 代表

某种水波运动,它的可振荡的波峰与波谷位于海底沙波波谷的上方, S
+ 和 S

- 则表示自由表面

波运动,其波峰与波谷直接位于海底沙波波峰的上方# 

对于弱振荡流, 依据( 15)我们采用 Sammarco等人的选择[ 5] :

  U2 = �U2 + U
c
2cosXT , ( 58)

其中 �U2 为稳定部分, T 是由( 52) 正规化的无量纲时间, X为无量纲频率# 可以证明, ( 53) 可

转化为

  i
5Ac
5T

= ( S+ CcosXT ) Ac- | Ac |
2
Ac- �Ac, ( 59)

相应地, ( 54)与( 55)则转化为

  5X
5T

= ( 1+ S) Y - ( X
2

+ Y
2
) Y + CYcosXT , ( 60)

  5 Y
5S = ( 1 - S) X + ( X

2
+ Y

2
) X - CX cosXT , ( 61)

其中 S仍由( 56) 给出, C则定义为

  C=
2sh2q
3ac

U
c
2

U0
, ( 62)

即

  S
�U2

=
C

U
c
2
# ( 63)
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现在我们研究在上述不动点处最有可能发生的瞬态共振,假设 C= MC1 = O( M) , Mn 1# 

首先在中心( 0, 0) 处展开:

  X = MX 1 + M2
X 2 + M3

X 3 + ,, ( 64)

  Y = MY1 + M2
Y2 + M3 Y3 + ,# ( 65)

在 O( M) 上,由( 60) 和( 61) 可得

  
5X 1

5T
- ( 1+ S) Y1 = 0, ( 66)

  
5 Y1

5T
- ( 1 - S) X 1 = 0, ( 67)

由此得到一阶解

  X 1 = X
n
11e

i 8T
+ c. c. , Y1 = Y

n
11e

i 8T
+ c. c. , ( 68)

其中上标 n 表示自然模式响应,显然在该阶上不发生共振# 在 O( M2) 上, 摄动方程为

  
5X 2

5T
- ( 1+ S) Y2 = - C1 Y1cosT , ( 69)

  
5 Y2

5T
- ( 1 - S) X 2 = C1X 1cosT , ( 70)

因此二阶解为

  X 2 = X
n

21e
i 8T

+ X
f
21e

i( 8- 1) T
+ X

f
22e

i( 8+ 1)T
+ c. c. , ( 71)

  Y2 = Y
n
21e

i 8T
+ Y

f
21e

i( 8- 1) T
+ Y

f
22e

i( 8+ 1) T
+ c. c. , ( 72)

其中上标 f 表示强迫模式响应# 在该阶上,当 8 = 1/ 2时发生共振# 在 O( M
3
) 上,摄动方程

为

  
5X 3

5T
- ( 1+ S) Y3 = - Y1( X

2
1 + Y

2
1) + C1 Y2cosT -

5X 1

5T 2
, ( 73)

  
5 Y3

5T
- ( 1 - S) X 3 = X 1( X

2
1 + Y

2
1) - C1X2cosT -

5 Y1

5T 2
, ( 74)

其中 T 2 = E2T# 在该阶上,当 8 = 1/ 2, 1时发生共振,在中心 C
+ 和 C

- 处,可做类似的摄动

分析,则由此可知:在 O( M) 上, 当 8 = 1时将发生瞬态共振;在 O( M
2
) 上,当 8 = 1/ 2, 2时发

生瞬态共振;在 O( M3
) 上,当 8 = 1/ 3, 3时发生瞬态共振# 

当 C> 0时, ( 60) 和( 61) 构成了一个依赖于时间的Hamilton系统:

  H ( X , Y , T ) =
1
2
S( X

2
+ Y

2
) -

1
4

( X
2

+ Y
2
)

2
+

      1
2
S( Y

2
- X

2
) +

1
2
C( X

2
+ Y

2
) cosT , ( 75)

则该系统不再是可积的, 这就预示着混沌将要出现[ 7]# 混沌可作为物理参数的函数,它的演变

过程及其物理意义, 在Sammarco 等人的工作中得到了揭示
[ 5]# 

4  结 果与 讨 论

在非线性参数 E与调制参数 D属于同一大小量级的假定下,本文运用WKBJ型摄动方法,

推导出自由表面流和沙纹海底次谐波共振而产生的弱非线性 Stokes波的三阶演化方程# 针对

定常流自治动力系统,我们给出了各种稳态解及其分叉图,对于弱振荡流非自治动力系统,我

们指出将要引起混沌响应# 

本文的工作可进一步推广到能够包含粘度和湍流效应,显然,由此产生的混沌动力系统将
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更为复杂# 

附录:在( 45)中, Lj ( j = 1 ~ 4) 的式详细表达式

L1 = -
1
k0

5 q
5 x 1

q

ch2 q
+

1

k2
0

5 k 0

5 x 1

1
2

q2 + qthq + sh2 q +
5 h0

5 x 1
thq ;

L2 =
U0

k 0

1
4

1+
2q

sh2q
- qthq ;

L3 = k0 U0
1

k2
0

5 q
5 x 1

-
2q

ch2 q
+

1
2 +

1
4sh2q + thq

2
sh2q - 1 +

1

k 3
0

5 k0

5 x1
q3 -

1
4sh2q

+

    q 2 3
8

-
1

8sh2q
+

11
8

q thq +
1
16

thq -
1
8

sh2 q +
1

k0sh2q

5 h0

5x 1
,

L4 = k0 U0
1

k2
0

5 k 0

5 x 1

5 h0

5 x 1

1
sh2q

1
2 q

2
- 1 -

1
2k0

5 q
5 x 1

5 h0

5 x 1
+

1

k3
0

52 k 0

5 x 2
1

-
q 3

3sh2q +
1
4 q

2
+

    q -
3

4sh2q
+

1
2

thq +
25
32

+
9
16

sh2 q +
1

k2
0

5 2 q

5 x 2
1

q 2

2sh2q
+

q

2ch2 q
( 2sh2 q - 2sh q + 1) -

    sh2q
8

+
1

2k0

5 2 h0

5 x 2
1

thq +
1

k 4
0

5 k0

5 x 1

2

q 3 1
4

cth2q +
4

3sh2 q
- q 2 3

8
thq +

7
8

-
7

16sh2q
-

    q -
7

4sh2q
+

1
16

thq
19
2

- 7sh2 q -
229
128

-
19
16

sh2 q +
1

k2
0

5 q
5 x 1

2

-
3q2

2ch2 q
-

    1
8

( 7 + 2sh2 q ) +
q

2sh2q

5
2

+ 3ch2 q +
1

ch2 q
2 +

3
2

thq -
1

8ch2 q
( 3sh4 q + 5sh2 q + 8) +

    1

k 3
0

5 k 0

5 x 1

5 q
5 x 1

13q3

24ch2 q
-

59q2

16sh2q
+ q -

71
32chq sh2q

+
1

64ch2 q
( 48sh4 q + 111sh2 q -

    32shq + 72) -
1

32sh2q
( 322sh4 q + 216sh2 q + 1)
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On the Resonant Generation of Weakly Nonlinear

Stokes Waves in Regions With Fast Varying

Topography and Free Surface Current

HUANG Hu1, 2,  ZHOU Xi_reng1

( 11School of Civ il En gin eer ing , Tianjin Univer sity , T ianjin 300072, P R China ;

21Shanghai In stitute of Applied Ma them atics and Mechanics , Shanghai

Un iver sity , Shan gha i 200072, P R China )

Abstract: The effect of nonlinearity on the free surface wave resonated by an incident flow over rip-

pled beds, which consist of fast varying topography superimposed on an otherwise slowly varying

mean depth, is studied using a WKBJ_type perturbation approach. Synchronous, superharmonic and

in particular subharmonic resonance were selectively excited over the fast varying topography with

corresponding wavelengths. For a steady current the dynamical system is autonomous and the poss-i

ble nonlinear steady states and their stability were investigated. When the current has a small oscilla-

tory component the dynamical system becomes non_autonomous, chaos is now possible.

Key words: nonlinear resonance; weakly nonlinear Stokes waves; a free surface current; rippled

beds; dynamical system
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