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摘要:  设 G 是一个图, k 1, ,, km 是正整数# 若图 G 的边能分解成m 个边不交的[ 0, k1 ] _因子

F1, ,, [ 0, km] _因子Fm , 则称�F = F1, ,, Fm 是 G 的一个[ 0, ki]
m
1 _因子分解# 如果 H 是 G 的

一个有 m 条边的子图且对任意的 1 [ i [ m 有 | E(H ) H E( F i) | = 1,则称�F 与H 正交# 证明

了若 G是一个[ 0, k 1+ ,+ km- m+ 1] _图, H 是G的一个有m条边的子图, 则图G 有一个[ 0, ki]
m
1 _

因子分解与 H 正交# 
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1  基本概念和记号

本文仅考虑有限无向简单图# 设 G 是一个图, 分别用 V( G) 和 E( G ) 表示 G 的顶点集和

边集# 对每个 x I V( G) , 用 dG ( x ) 表示 x 在G 中的次数# 设 f 和g 是定义在V( G ) 上的整

数值函数使 Px I V(G ) ,有 g ( x ) [ f ( x )# 图 G的一个( g , f ) _因子是指G的一个支撑子图

F 满足 Px I V( G) , 有 g( x ) [ dF ( x ) [ f ( x ) ,且称 F 是G 的一个( g , f ) _因子# 若 Px I

V( G) ,有 g ( x ) [ dG( x ) [ f ( x ) ,则称 G 是一个( g, f ) _图# 特别地, Px I V( G) , g ( x ) =

a , f ( x ) = b,则称 G 的( g, f ) _因子为[ a, b ] _因子, ( g , f ) _图为[ a, b] _图# 设 k1, ,, km是

正整数, 若 G 的边能分解成m 个边不交的[ 0, k 1] _因子F1, ,, [ 0, km ] _因子Fm , 则称 �F =

F 1, ,, Fm 是G 的一个[ 0, ki ]
m
1 _因子分解, 并称 G 是[ 0, ki ]

m
1 _因子可分解的# 

设H 是G 的一个有m 条边的子图, �F = F1, ,, Fm 是G的一个[ 0, ki ]
m
1 _因子分解,若对

任意的1 [ i [ m 有 | E(H ) H E( F i ) | = 1,则称 �F 与H 正交, 即�F 是一个正交[ 0, ki ]
m
1 _因

子分解# 

PS A V( G ) , 令 f ( S ) = E
x I S

f ( x ) , dG( S ) = E
x I S

dG ( x ) , 特别地, f ( <) = dG ( <) = 0# 

PS , T A V( G) , S H T = ª,用 EG( S, T ) 表示连接 S 和T 的边的集合, eG( S, T) = | EG ( S ,

T) | # 其余定义和记号可见文[ 1, 2, 3]# 

文[ 4, 5, 6]主要研究了图的正交 [ 0, ki ]
m
1 _因子分解,本文是它的一个推广# 
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2  主 要结 果

引理 1[ 3]  设 G是一个图, f 和g 是定义在V( G) 上的整数值函数,且 Px I V( G ) ,有0 [
g ( x ) < f ( x ) ,则 G 有一个( g, f ) _因子含有给定边e的充要条件是 PS , T A V( G ) , S H T =

ª,有
  DG = dG( T ) - eG( S , T) - g ( T) + f ( S ) \ E( S , T) ,

其中

  E( S, T ) =

2   (若 e = uv 且u , v I S) ,

1   (若 G - ( S G T ) 有分支 C 使 e I EG ( S , V(C ) ) ,

0   (其它)# 

引理 2
[ 4, 5, 6]  设 k 1, ,, km是正整数,若 G是[ 0, k1, + ,+ km - m+ 1] _图,H 是G 的一

个有m 条边的不含孤立点的子图满足 | V(H ) | \| E(H ) | = m (如 m条边的树、森林、圈等) ,

则图 G 有一个[ 0, ki ]
m
1 _因子分解与正交# 

定理  设 k1, ,, km 是正整数,若 G 是[ 0, k 1+ ,+ km - m + 1] _图, H 是G 的任意一个

有 m 条边的子图,则图 G 有一个[ 0, ki ]
m
1 _因子分解与H 正交# 

证明  首先可设H 不含孤立点# 对 m用归纳法# 显然当 m = 1时结论成立# 当 m =

2时,由引理 2知结论是成立的# 下面假设 m \3,且 E (H ) = e1, ,, em # 

很显然, 可假设每个 ki \2(1 [ i [ m)# 否则,不失一般性,设 km = 1, 于是有 dG( x ) [

k 1+ ,+ km - m + 1 = k 1+ ,+ km- 1- (m - 1) + 1# 显然, em是[ 0, km] _因子含边 em ,而

G - em是一个[ 0, k1+ ,+ km- 1- ( m - 1) + 1] _图,且Hc = H - em 是一个在G - em中有

m - 1条边的子图# 由归纳法假设知 G- em有一个[ 0, ki ]
m- 1
1 因子分解与Hc正交# 因此,图

G 有一个[ 0, ki ]
m
1 _因子分解与H 正交# 所以下面假设每个 ki \ 2(1 [ i [ m)# 

若H 满足 | V(H ) | \| E (H ) | = m,则结论成立# 因此假设H满足 | V(H ) | < | E (H ) | ,

则H 至少有一个边不是H 的割边,不妨设其中的一个为 em = xmym ,即 em = xmym不是H 的割

边# 

设 Gc = G - e1, ,, em- 1 , Hc = H - em , 显然 V(Hc) = V(H ) , E(Hc) =

e1, ,, em- 1 # Px I/ V (Hc) , dGc( x ) = dG( x ) ; Px I V(Hc) , dGc( x ) = dG ( x ) - dHc ( x ) , 且

dHc( x ) \ 1# 定义 V(Gc) 上的两个整数值函数 g 和 f : Px I V( Gc) = V( G) , g( x ) =

max 0, dG ( x ) - ( k 1+ ,+ km- 1 - ( m - 1) + 1) , f ( x ) = km ,则有 0 [ g ( x ) < f ( x )# 利用

引理 1证明 Gc有( g, f ) _因子含边 em# 

PS , T A V( Gc) , S H T = ª ,有

  DGc( S , T) = dGc( T ) - eGc( S , T) - g ( T) + f ( S ) =

      dGc( T ) - eGc( S , T ) - dG( T 1) + ( k1+ ,+ km- 1-

      ( m - 1) + 1) | T 1 | + km | S | ,

其中 T 1 = t I T | dG( t ) - k1 + ,+ km- 1- ( m- 1) + 1 > 0 # 

记 Tc= T 1 H V(Hc) , t = k 1+ ,km- 1- ( m - 1) + 1# 下面分三种情况证明,其中情形

1和情形 2完全类似文[ 4, 5, 6]# 

情形 1  若 | S | \| T 1 | , 则

  DGc( S , T) = km( | S | - | T 1 | ) + ( t + km) | T 1 | - dG ( T 1) + dGc ( T) - eGc( S , T ) \
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km( | S | - | T 1 | ) + | T 1 | + dGc( T ) - eGc( S , T) \

km( | S | - | T 1 | ) + | T 1 | \| S | - | T 1 | + | T 1 | = | S | \ E( S, T)# 

情形 2  若 | S | < | T 1 | , 且 | T 1 | - | S | \ 2,则

  DGc( S , T) = t( | T 1 | - | S | ) + ( t + km) | S | - dG( T 1) + dGc( T ) - eGc( S , T ) \
t ( | T 1 | - | S | ) + dG( S) + | S | - eGc( S, T ) + dGc( T ) - dG( T 1) \

m( | T 1 | - | S | ) + | S | + dGc( T) - dG ( T 1) \

m # 2+ | S | - 2( m - 1) > | S | \ E( S , T)# 

情形 3  若 | S | < | T 1 | , 且 | T 1 | - | S | = 1,下面分三种情形来证明结论# 

情形 ¹  若所有 k1, ,, km \ 3, 显然 t \ 2m - 1, 且 | Tc | - dHc( Tc) \| V (Hc) | -

dHc( V(Hc) ) ,则

  DGc( S , T) = t | T 1 | + km | S | - dG( T 1) + dGc( T) - eGc( S, T) =

t + ( t + km) | S | - dG( T 1) + dGc( T) - eGc( S, T ) \

t + dG ( S ) + | S | - eGc( S, T) + dGc( T 1) - dG( T 1) =

t - 1+ dG( S ) - eGc ( S , T ) + | T 1 | - dHc( T 1) \

t - 1+ | Tc | - dHc( Tc) \
t - 1+ | V(Hc) | - dHc( V(Hc) ) \

2m- 2+ | V(Hc) | - 2(m - 1) = | V(Hc) | \ 2 \ E( S , T)# 

情形 º  若 k 1, ,, km中至少有一个 ki = 2, 无妨设 km = 2,且 | T 1 | \ 4,则

  DGc( S , T) = t | T 1 | + km | S | - dG( T 1) + dGc( T) - eGc( S, T) =

( t + km) | T 1 | - km - dG ( T 1) + dGc( T ) - eGc ( S , T ) \

( t + km) | T 1 | - dG( T 1) - km \| T 1 | - km \2 \ E( S, T)# 

情形 »  若 k1, ,, km中至少有一个ki = 2,无妨设 km = 2, 且 | T 1 | [ 3, 则显然有 | Tc | -

dHc( Tc) \ 3- (3 @ 2+ ( m - 4) ) = - m + 1,且

  DGc( S , T) = t | T 1 | + km | S | - dG( T 1) + dGc( T) - eGc( S, T) =

t + ( t + km) | S | - dG( T 1) + dGc( T) - eGc( S, T ) \

t + dG ( S ) + | S | - eGc( S, T) + dGc( T ) - dG ( T 1) =

t - 1+ dGc( S ) + dHc( S H V(Hc) ) +

| T 1 | - eGc( S, T ) + dGc( T ) - dG( T 1) \

t - 1+ dHc( S H V(Hc) ) + | T 1 | + dGc( T) - dG( T 1) \

t - 1+ dHc( S H V(Hc) ) + | T 1 | + dGc( T 1) - dG ( T 1) =

t - 1+ dHc( S H V(Hc) ) + | T 1 | - dHc( T 1) \

t - 1+ dHc( S H V(Hc) ) + | Tc | - dHc( Tc) \
m - 1 + dHc( S H V(Hc) ) - m + 1 \

dHc( S H V(Hc) )# 

当 xm, ym I S时, dHc( S H V(Hc) \2 \ E( S , T ) ;当仅有 xm或ym I S 时, dHc ( S H V(Hc) \

1 \ E( S, T ) ;当 xm、ym I/ S 时, dHc ( S H V(Hc) \ 0 \ E( S , T )# 

综合上述知 PS , T A V( Gc) , S H T = ª ,有 DGc( S , T) \ E( S, T)# 所以由引理 1知图

Gc有一个( g, f ) _因子Fm含有给定边 em ,即图G 有一个( g, f ) _因子Fm含有给定边em ,但不含

边 e1, ,, em- 1# 注意到 Px I V( G ) , f ( x ) = km ,所以 Fm 是一个[ 0, km ] _因子# 
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另一方面,设 �G = G- E (Fm) , 则0 [ d�G( x ) - dF
m
( x ) [ dG( x ) - g ( x ) [ dG ( x ) - dG( x )

+ k1+ ,+ km- 1- (m - 1) + 1 = k 1+ ,+ km- 1- ( m - 1) + 1

所以 �G 是一个[ 0, k 1+ ,+ km- 1- ( m - 1) + 1] _图,且 Hc是一个在�G 中有m - 1条边的子

图# 因此,由归纳法假设知 �G 有一个[ 0, ki ]
m- 1
1 _因子分解与Hc正交# 所以图 G 有一个[ 0,

ki ]
m
1 _因子分解与子图H 正交# 
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[ 0, k i ]
m
1 _Factorizations Orthogonal to a Subgraph
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Abstract: Let G be a graph, k 1, ,, km be positive integers. If the edges of graph G can be decom-

posed into some edge disjoint [ 0, k1] _ factor F 1, ,, [ 0, km] _ factor Fm , then we can say �F =

F1 , ,, Fm , is a [ 0, ki]
m
1 _ factorization of G . If H is a subgraph with m edges in graph G and |

E(H ) H E( F i ) | = 1 for all 1 [ i [ m , then we can call that�F is orthogonal toH . It is proved that

if G is a[ 0, k 1+ ,+ km - m + 1] _ graph, H is a subgraph with m edges in G , then graph G has a [ 0,

ki ]
m
1 _ factorization orthogonal to H .

Key words: graph; factor; factorization; orthogonal factorization
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