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摘要: � 研究了在概率空间 ( � , T , P) 上, 独立的无界随机变量和尾部概率不等式, 提出了一种用

切割原始概率空间( � , T , P ) 的新型方法去处理独立的无界随机变量和�� 给出了独立的无界随机

变量和的指数型概率不等式�� 作为结果的应用,一些有趣的例子被给出�� 这些例子表明: 文中提

出的方法和结果对研究独立的无界随机变量和的大样本性质是十分有用的��
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引 � �言

让 Yn 是概率空间( �, T , P ) 中独立的随机变量序列, 并且让 Sn = �
n

i= 1
Yi �� Bennett

( 1962) [ 1]和Hoeffding( 1963) [ 2]分别研究了独立随机变量和,在 Yi 有界的条件下,得到了一些重

要的概率不等式�� 著名的Bernstein不等式(参见Uspensky( 1937) [ 3] ) 就是Bennett( 1962) 的结

果的特殊情况, 参见 Pollard( 1984) [ 4] 的附录B��Hoeffding不等式和Bernstein不等式是概率论

和统计学中两个非常重要的结果,并且被广泛地应用在非参数统计、经验过程、大样本理论等

方面,参见 Dudley( 1984) [ 5] , Pollard( 1984) [ 4] , Shorack 和Wellner( 1986) [ 6] 等人的著作 �� 不

幸的是,Hoeffding 不等式和 Bernstein不等式被随机变量 Yi (1 � i � n) 有界的条件所限制��

为了讨论无界随机变量和的尾部概率的性质, 一个极大的困难是对无界随机变量的处理��

对无界的随机变量研究, 一种传统的方法是对无界的随机变量进行截断�� 它是概率论和统

计学中的一个基本的工具, 参见Chow( 1988) [ 7] , Kolmogorov的三级数定理就是一个很好的例

子�� 在这篇文章里, 我们提出使用截断原理概率空间( �, T , P) 的方法去研究独立的无界随

机变量和�� 利用这种方法, 我们讨论了独立的无界随机变量和的尾部概率的性质, 得到了一

些重要的指数型概率不等式�� 本文的主要思想和方法如下:

� ) 通过对原始的概率空间施行截断, 我们构造了一个新的概率子空间;

� ) 在这个概率子空间上,建立独立的无界随机变量和的指数型概率不等式;

� ) 让上述概率子空间无限地逼近原始的概率空间, 利用我们在概率子空间上建立的指
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数型概率不等式,导出独立的无界随机变量和在原始的概率空间上的收敛性质��

作为本文结果的应用,一些例子被给出��这些例子表明:本文的方法和结果对研究独立的

无界随机变量和的大样本性质是十分有效的��本文由如下内容组成: 第 1节中介绍了本文的

主要结果(定理 1和定理 2) ,给出了独立的无界随机变量和的概率不等式��第2节致力于对本

文主要结果的特殊应用, 一些例子被给出��第 1节中所列结果的技术性证明被放在第 3节��

1 �独立的无界随机变量和的尾部概率指数不等式

Hoeffding( 1963) [ 2]给出了独立的有界随机变量和的重要概率不等式��在此, 我们陈述他的

结论如下:

定理(Hoeffding( 1963) [ 2] ) �假设 Y1, � , Yn 是拥有零均值的独立随机变量序列,且 ai � Yi

� bi , 1 � i � n�� 对任意的 � � 0,

� � P( | �
n

i= 1

Yi | � �) � 2exp - 2�2/ �
n

i= 1

( bi - a i )
2 �� (1)

对于独立的无界随机变量和, 我们有如下概率不等式:

定理 1 �假定 Y1, � , Yn 是 i. i. d. 随机变量且满足 EY
2
1 < �� 那么,对任意的 �> 0和 �

� (0, 1/ 2) , 存在一个整数 N > 0 的一个可测的集合 S � T, P( S ) > 1 - �, 如果 n �

max N , 16E ( Y
2
1) / �

2
,那么,

� � PS
1
n �

n

i= 1
( Yi - EY1) � � � 8exp - n�2/ (33EY

2
1) , (2)

这里, PS (�) = P (�� S) / ( P ( S)��

定理 2�让 Y1, � , Yn 是独立随机变量序列�� 假定对任意的 n � 1,

� � 1
n �

n

i= 1
E( Y

2
i ) � �< � 且 1

n �
n

i= 1
( Y

2
i - EY

2
i ) � 0� ( a. s. ) ,

那么,对任意的 �> 0和任意的 � � (0, 1/ 2) ,必存在一个整数 N > 0和一个可测的集合 S �

T 且P ( S) > 1- �,如果 n � max N , 16�/ �
2

, 则

� � PS
1
n �

n

i= 1
( Yi - EYi ) > � < 8exp - n�2/ (33�) , (3)

这里, PS (�) = P (�� S) / P ( S )��

2 �主要结果的应用

定理 1和定理2的证明被放在第 3节,在此, 我们将给出定理 1和定理 2的应用��下面的

例子说明:定理 1和定理 2的结果对研究独立的无界随机变量和是十分有用的��由于下面的

例子是定理1和定理 2的直接结果,因此,我们将它们写成如下推论��

推论 1�在定理 1的条件下, 存在 L > 0,使得

� � 1
n �

n

i= 1

( Yi - EY1) � L
logn
n

- 1/ 2

( a. s. )�� (4)

证明 �由定理 1和 Borel_Cantelli引理,存在 L > 0,对任意的 � � (0, 1/ 2) ,存在 S � T 且

P ( S ) � 1- �, 使得

� � PS lim sup
n� �

n
logn

1/ 2 1
n �

n

i= 1

( Yi - EY1) � L = 1��
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于是,

� � P l im sup
n � �

n
logn

1/ 2 1
n �

n

i = 1

( Yi - EY1) � L �

� � � � � � P ( S )PS lim sup
n� �

n
logn

1/ 2 1
n �

n

i= 1

( Yi - EY1) � L � 1- ���

在上式中令 � � 0, (4) 式成立��

推论 2�在定理 2的条件下, 存在 L > 0,使得

� � 1
n �

n

i= 1
( Yi - EYi ) � L

n
logn

- 1/ 2

( a. s. )�� (5)

证明 �由定理 2,推论 2的证明与推论1完全相似��

Kolmogorov得到了一个重要的关于独立的无界随机变量和的强大数定律,在此, 我们将给

出独立的无界随机变量和的强一致收敛速度��我们首先陈述Kolmogorov的结果如下:

定理(Kolmogorov,参见Stout( 1974, [ 8] , p165) )��假定 Yn 是独立随机变量序列�� 如果

� � �
�

k= 1

Var( Yk) / k
2
< � ,

那么

� � 1
n �

n

k= 1
( Yk - EYk) � 0� � ( a. s. )��

由推论2, 我们能够得到一个有趣的结果如下:

推论 3�让 Yn 是独立随机变量序列�� 假定对任意的 n � 1,

� � 1
n �

n

i= 1
E( Y

2
i ) � �< � 且�

�

k= 1
Var( Y2

k) / k
2
< �� 

那么,存在常数 L > 0,使得

� � 1
n �

n

i= 1
( Yi - EYi ) � L

n
logn

- 1/ 2

( a. s. )�� (6)

3 �定理 1和定理 2的证明

定理 1的证明 �由 Kolmogorov 关于独立同分布的随机变量和的强大数定律,

� � 1
n �

n

k= 1
Y
2
k � EY

2
1 � � ( a. s. ) ,

对任意的 �> 0和任意的 �� (0, 1/ 2) ,存在一个整数N > 0的一个可测的集合 S � T 且P( S )

> 1 - �,如果 n � N ,那么

� � 1
n �

n

k= 1

Y
2
k < 33EY

2
1/ 32在 S 上一致地成立�� (7)

让 n � max N, 16EY
2
1/ �

2 �� 那么

� � PS
1
n �

n

i= 1

( Yi - EY1) > �/ 2 � 8EY
2
1/ ( n�

2
) � 1/ 2��

不失一般性,我们可以选取一个与 Yn 独立的 i. i. d. 随机变量序列 Y
�
n , 并且可以产生 i. i. d.

的符号随机变量 �1, � , �n 拥有PS( �1 = - 1) = PS ( �1 = 1) = 1/ 2,满足:

� ) 对任意的 n � 1, ( Y1, � , Yn )与( Y
�
1 , � , Y

�
n ) 是概率空间( S, S � T , PS ) 上 i. i. d.的随

机向量;
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� ) 在概率空间 ( S , S � T, PS) 上, ( �1, � , �n) 是独立于随机序列 Yn 和 Y
�
n 的��

记 Sn = �
n

k= 1
Yk 且S

�
n = �

n

k= 1
Y
�
k�� 由引理 � . 8和对称化方法 ( Pollard( 1984

[ 4]
, Chapter � ,

p14) ) ,

� � PS
1
n �

n

i= 1

( Yi - EY1) > � � 2PS
1
n

| Sn - S
�
n | > �/ 2 �

� � � � � � 4Ps( n
- 1

| S
0
n | > �/ 4)�� (8)

这里 S
0
n = �

n

i= 1
�iYi��

对任意固定的 Y( n) : = ( Y1, � , Yn ) , ( 7) 式和 Hoeffding 不等式暗示: 如果 n �

max N , 16E ( Y
2
1) / �

2
,那么

� � PS ( n
- 1

| S
0
n | > �/ 4 | Y( n) ) � 2exp - 2( n�/ 4) 2/ (4�

n

i= 1
Y
2
i ) �

� � � � � � 2exp - n�2/ (33EY
2
1) �� (9)

由( 8)及( 9) ,定理 1得证��

定理 2的证明 �由定理 2的条件,对任意的 n � 1,

� � 1
n �

n

i= 1

E( Y
2
i ) � �< � 且 1

n �
n

i= 1

( Y
2
i - EY

2
i ) � 0� � ( a. s. ) ,

对任意的 �> 0和任意的 �� (0, 1/ 2) ,存在一个整数N > 0和一个可测的集合 S � T 且P( S )

> 1 - �,如果 n � N ,那么

� � 1
n �

n

i= 1
Y
2
i < 33�/ 32在 S 上一致地成立�� (7)

剩下的证明与定理 1的证明相似,因此,定理 2得证��
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Probability Inequalities for Sums of Independent

Unbounded Random Variables

ZHANG Di_xin1, �WANG Zhi_cheng2

( 1�Depar tm ent of Statistics , Guan gdon g Comm ercial College ,

Guan gzhou 510320, P R China ;

2�Depar tm ent of F in ance , Guanghua School of Managem ent , Peking Un iv er sity ,

Beijin g 100871, P R China )

Abstract: The tail probability inequalities for the sum of independent undbounded random variables

on a probability space ( � , T , P) were studied and a new method was proposed to treat the sum of in-

dependent unbounded random variables by truncating the original probability space ( � , T , P ) . The

probability exponential inequalities for sums of independent unbounded random variables were given.

As applications of the results, some interesting examples were given. The examples show that the

method proposed in the paper and the results of the paper are guite useful in the study of the large

sample properties of the sums of independent unbounded random variables.

Key words: probability exponential inequality; unbounded random variables; convergence
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