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摘要:  分别在 0 [ f +
0 < M 1, m1 < f -

] [ ] 和 0 [ f +
] < M1 , m1 < f -

0 [ ] 的情形下研究了非

线性奇异边值问题 ud + g ( t) f ( u) = 0, 0 < t < 1, Au(0) - Buc(0) = 0, Cu(1) + Duc(1) = 0 正

解的存在 性 , 其 中 f +
0 = limu y0f ( u) / u, f -

] = limu y ] f ( u) / u, f -
0= limuy 0f ( u) / u, f +

]=

limuy ] f ( u) / u, g 在区间[ 0, 1] 的端点可以具有奇性# 
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引   言

本文考察二阶奇异非线性微分方程边值问题( BVP)

  
ud+ g ( t ) f ( u) = 0   0 < t < 1,

Au(0) - Buc( 0) = 0   Cu (1) + Duc(1) = 0,
(1)

其中 A, B, C, D \ 0且 Q:= BC+ AC+ AD> 0, f I C ( [ 0, ] ) , [ 0, ] ) ) , g 允许在端点t = 0和

t = 1具有奇性# 此类方程在非线性椭圆方程的径向对称解, 非牛顿流体理论,反应扩散,多

孔媒质中的气体湍流等问题的研究中有着广泛的背景 # 当函数 g ( t ) 在[ 0, 1] 上连续时,

BVP(1) 是非奇异的, 这方面的结果相对较多,例如文[ 1] 给出了非奇异 BVP(1) 的正解# 最

近,文[ 2] 对超线性(f 0 = lim u y0f ( u) / u = 0, f ] = limu y ] f ( u) / u = ] ) 或次线性(f 0 = ] ,

f ] = 0) ,在 g I C( (0, 1) , [ 0, ] ) ) 且0< Q
1

0
G( s , s ) g ( s)d s < ] 的条件下分别得到了BVP(1)

正解的存在性# 

本文在更为广泛的极限条件和可积条件下研究了 BVP( 1)正解的存在性# 具体地说, 在 0

[ f
+
0 < M1, m1 < f

-
] [ ] 或 0 [ f

+
] < M 1, m1 < f

-
0 [ ] 及 0 < Q

1

0
G( s , s) g( s)ds < ]

的条件下得到了 BVP(1) 正解的存在性,其中 m1、M1的定义见第 1节# 本文的主要结果本质

上改进和推广了文[ 1, 2] 中的主要结果# 

1  预备知识和引理

设 E 是实 Banach空间, P 是E 中的锥, P 导出E 中的半序/ [ 0,即 x [ y Z y - x I P# 
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设 G ( t , s) 为边值问题

  
ud = 0   0 < t < 1,

Au(0) - Buc( 0) = 0, Cu(1) + Duc(1) = 0
(2)

的Green函数,则

  G( t , s ) =

1
Q
( C+ D- Ct ) ( B+ As )   0 [ s [ t [ 1,

1
Q
( C+ D- Cs) ( B+ At )   0 [ t [ s [ 1# 

容易看出:

  G( t , s ) [ G ( s, s) ,   0 [ t , s [ 1# (3)

为方便起见,我们列出本文将要用到的一些条件:

(H1) f I C( [ 0, ] ) , [ 0, ] ) ) ;

(H2) g I C( (0, 1) , [ 0, ] ) ) 满足 0 < Q
1

0
G ( s, s) g( s )ds < ] # 

由Q
1

0
G ( s, s ) g( s )ds > 0及 g I C( (0, 1) , [ 0, ] ) ) , 存在 t 0 I (0, 1) ,使得g ( t 0) > 0,故存

在 a, b I [ 0, 1] , a < b,使得 t 0 I ( a, b )# 在 C [ 0, 1] 中, 构造所有非负函数所构成锥的子锥

如下:

  K = u I C[ 0, 1] | u( t ) \ 0, min
a [ t [ b

u( t ) \ M +u + ,

其中

  +u + = sup t I [ 0, 1] | u ( t ) | , M = min
D+ (1- b) C

D+ C
,
aA+ B
A+ B

,

显然 0 < M < 1# 由(H2) ,可定义算子A : C[ 0, 1] y C[ 0, 1] 如下:

  A u( t ) = Q
1

0
G ( t , s) g ( s) f ( u( s) )d s# 

从( 3)式,有

  A u( t ) = Q
1

0
G ( t , s) g ( s) f ( u( s) )d s [ Q

1

0
G( s, s ) g ( s) f ( u( s) )ds

t I [ 0, 1] ,

故

  +Au + [ Q
1

0
G( s , s) g ( s) f ( u ( s) ) ds# 

易知 Green函数 G ( t , s) 满足

  G ( t , s)
G ( s, s )

\ M   t I [ a , b] , s I [ 0, 1] ,

于是

  Q
b

a
G( t , s ) g( s )ds \ MQ

1

0
G ( s, s ) g ( s )ds > 0   t I [ a , b] ,

且当 u I K 时,有

  min
a [ t [ b

A u( t ) = min
a [ t [ bQ

1

0
G ( t , s) g( s) f ( u( s ) )ds \

      MQ
1

0
G ( s , s) g( s )f ( u( s ) )ds \ M +Au + ,

因此有下列引理:
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引理 1  A( K ) < K# 

引理 2  设条件( H1)和(H2)成立,则 A: K y K 是全连续的# 

证明  首先证明A是连续的# 令 N = Q
1

0
G( s , s) g ( s)ds# 设 un, u0 I K 且un y u0,那么

+un + [ L < ] , Pn \ 0# 由于 f 在[ 0, L ] 上连续,所以它在[ 0, L ] 上一致连续,从而对 PE

> 0, v D> 0,当 | uc- ud | < D时,有 | f ( uc) - f ( ud) | < N
- 1E# 由 un y u0知,存在 n0 I

N,使得当 n \ n0 时, 有 + un - u0 + < D, 从而当 n \ n0, t I [ 0, 1] 时, 有 | f ( un( t ) ) -

f ( u0( t ) ) | < N
- 1E,故当 n \ n0时,有

+A un - Au0 + = Q
1

0
G ( t , s ) g ( s) [ f ( un ( s) ) - f ( u0( s ) ) ] ds [

N
- 1
EQ

1

0
G ( s, s ) g( s )ds = E,

即算子A: K y K 是连续的# 

其次,对任意有界集 B < K ,证 A( B) < K 是一致有界的# 由 B 有界知,存在常数 m >

0, 使得 +u + [ m, Pu I B# 令 C = max f ( u ) : 0 [ u [ m , 则有 +Ax + [ CN, Px I

B ,即A( B ) 是一致有界的# 

最后证明A( B) 是等度连续的,当 t I (0, 1) 时,有

d
dt

Au( t ) =
d
dt Q

t

0

1
Q( C+ D- Ct ) ( B+ As) g( s) f ( u( s ) )ds +

Q
1

t

1
Q( C+ D- Cs) ( B+ At ) g( s )f ( u( s ) )ds =

d
dt

1
Q
( C+ D- Ct )Q

t

0
( B+ As ) g ( s) f ( u ( s) ) ds +

1
Q
( B+ At )Q

1

t
( C+ D- Cs) g ( s) f ( u( s) )d s =

-
C
QQ

t

0
( B+ As) g ( s) f ( u ( s) ) ds +

A
QQ

1

t
( C+ D- Cs ) g( s )f ( u( s ) )ds [

CC
QQ

t

0
( B+ As) g ( s)d s +

CA
QQ

1

t
( C+ D- Cs) g( s)ds := x ( t )# 

下证 x I L (0, 1)# 因为

Q
1

0
x ( t )dt = tx ( t )

1

0
-Q

1

0
txc( t )dt =

lim
t y 0

-
tx ( t ) - lim

t y 0
+
tx ( t ) - Q

1

0

C
Qg( t ) (2ACt + BC- AC- AD) tdt =

lim
t y 0

-

CCt
QQ

t

0
( B+ As) g( s )ds + lim

t y 0
+

CAt
QQ

1

t
( C+ D- Cs ) g( s )ds +

Q
1

0

C
Q
g ( t ) ( AC+ AD- BC- 2ACt ) tdt [

CC
QQ

1

0
( B+ As) g( s )ds +

C
QQ

1

0
sg( s ) ( AC+ AD- BC- 2ACs )ds +
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lim
t y 0+

CAt
QQ

1

t
( C+ D- Cs ) g ( s)d s [

CQ
1

0

1
Q( BC+ 2ACs + ADs - BCs - 2ACs - 2ACs

2
) g( s)ds +

lim
t y 0

+Q
1

t

C
Q
( C+ D- Cs) ( B+ As) g ( s)ds [

CQ
1

0

1
Q
(2BC+ 2BD- 2BCs + 2ACs + 2ADs - 2ACs

2
) g ( s)ds +

CQ
1

0
G ( s, s ) g ( s )ds =

2CQ
1

0

1
Q( B+ As) ( C+ D- Cs) g( s)ds + CQ

1

0
G ( s, s ) g( s )ds =

3CQ
1

0
G( s, s ) g ( s) ds < ] ,

从而 x ( t ) I L (0, 1) , 由积分的绝对连续性知, 对 PE> 0, v D> 0, 对 P t1, t 2 I [ 0, 1] ,当

| t 1- t2 | < D时,对 Pu I B 有

| Au( t 1) - Au ( t 2) | = Q
t
2

t
1

d
dt

Au( t )dt [ Q
t
2

t
1

x ( t )dt < E,

故A ( B) 是等度连续的# 因此 A: K y K 是全连续算子# t

设 K 是实 Banach空间 E中的锥,令 Kr = x I K : +x + [ r , 5Kr = x I K : +x + =

r ,且 �K r , R = x I K : r [ +x + [ R ,这里 0 < r < R < ] # 

引理 3[ 3]  设 K 是实 Banach空间 E中的锥,A : �K R y K 是全连续算子# 假定下列条件成

立:

( � ) +Ax + [ +x +, Px I 5KR;

( � ) 存在 e I 5K 1,使得 x X Ax + Ke, x I 5Kr , K> 0# 

那么A在 �K r , R 中存在不动点# 

如果( � )在 5Kr 上成立,且( � ) 在5KR 上成立,则结论仍然成立# 

2  主 要结 果

定理  设条件( H1)和(H2)成立,并且下列条件之一成立:

( h1)  0 [ f
+
0 < M 1且 m1 < f

-
] [ ] ;

( h2)  0 [ f
+
] < M 1且 m1 < f

-
0 [ ] # 

其中

f
+
0 := lim

u y0

f ( u)
u

, f
-
] := l im

u y ]

f ( u)
u

, f
-
0 := l im

uy 0

f ( u )
u

, f
+
] := lim

u y ]

f ( u)
u

,

M1 = max
0 [ t [ 1 Q

1

0
G( t , s ) g( s )ds

- 1

, m1 = min
a [ t [ b Q

b

a
G( t , s) g( s )ds

- 1

# 

则 BVP( 1)至少存在一个正解 u I C[ 0, 1] ,且 u( t ) > 0, 0 < t < 1# 

证明  易知 BVP( 1) 有解的充要条件是算子方程 u = Au 有解# 由引理 1和引理 2知

A: K y K 是全连续的# 

( a) 假设( h1)成立# 由 0 [ f
+
0 < M1 知,存在 r > 0,当 0 < u [ r 时,有 f ( u) < M 1u# 

于是,当 u I K 且 + u + = r 时, 据(3) 式知
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Au( t ) = Q
1

0
G( t , s ) g ( s )f ( u( s) )ds [ M 1Q

1

0
G( t , s ) g ( s ) u( s) ds [ r = +u + , (4)

从而

  +Au + [ + u +,   Pu I 5Kr# 

另一方面, 由 f
-
] > m1 知, 存在 G> M, 使得 f ( x ) \ m1x , Px \ G# 令 R = M

- 1G,则

有

  min u ( t ) : a [ t [ b \ M +u + = G  u I 5KR# (5)

令 <( t ) S 1, t I [ 0, 1] ,则 < I 5K 1# 下面证明

  u X Au + K<   u I 5KR, K> 0# 

若不然,存在 u0 I 5KR 及K0 > 0,使得 u0 = Au0+ K0<# 令 D= min u0( t ) : a [ t [ b ,则

由(5) 式知 D \ G,从而有

  u0( t ) = Q
1

0
G( t , s) g( s )f ( u0( s) )ds + K0<( t ) \

m1Q
b

a
G( t , s ) g( s ) u0( s )ds + K0 \

m1DQ
b

a
G ( t , s) g ( s)ds + K0 \

D+ K0# 

这意味着 D \ D+ K0 > D,矛盾# 故由引理 3知 A在 �Kr , R 中存在不动点 u# 由于 ud( t ) = -

g( t ) f ( u( t ) ) [ 0,故由 u 的图象上凸及 +u + \ r > 0可推知,对 t I (0, 1) ,有 u ( t ) > 0# 

( b) 设( h2)成立# 由于 f
+
] < M1,故可取 S I (f ] , M 1) ,且存在 R 1 > 0, 使得 f ( x ) [ Sx ,

Px \ R1,由 f 连续知, N1 = max f ( x ) : 0 [ x [ R1 < ] ,故 0 [ f ( x ) [ N 1+ Sx , 0 [ x <

] # 令 R = N1( M1- S)
- 1
,则对 Pu I 5KR , t I [ 0, 1] 有

| Au( t ) | [ (N 1+ S+u +)Q
1

0
G( t , s ) g ( s )ds [ (N1 + S+u +) / M1 = R = +u +# 

故 +A u + [ +u +, Pu I 5K R# 

另一方面,由 f
-
0 > m 1知,存在 r I (0, R) ,使得 f ( x ) \ m1x , 0 [ x [ r# 类似于( a) 的

证明可证 u X Au + K<, u I 5Kr 及 K> 0# 故由引理 3知 A在 �K r , R 中存在不动点u# 由于

ud( t ) = - g ( t ) f ( u( t ) ) [ 0, 故由 u 的图象上凸及 + u + \ r > 0可推知,对 t I (0, 1) ,有

u ( t ) > 0, t

注 1 定理证明的关键在于寻找函数 <# 值得指出的是文[ 2] 在本文引言中提到的条件下, 利用范数型

的锥压缩和拉伸定理证明了 BVP( 1)正解的存在性, 本文定理如文[ 2]一样利用范数型的锥压缩和拉伸定理来

证明似乎是困难的# 

注 2 本文定理本质上改进和推广了文[ 1, 2]中的主要结果# 
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Positiv e S ol uti ons of B oundary V a lue Pr obl ems for

S econd Order Singul ar Nonlin ea r

Di fferential Equati ons

LI Ren_gui,  LIU Li_shan

( Depar tment of Mathema tics , Qufu Norm al Univer sity , Qufu , Shangdon g 273165, P R China )

A bst ra ct : New existence results are presented for the singular second order nonlinear boundary value

problems ud+ g ( t) f ( u) = 0, 0 < t < 1, Au( 0)- Buc(0) = 0, Cu(1)+ Duc(1) = 0 under the conditions

0 [ f +
0 < M 1, m1 < f -

] [ ] or 0 [ f +
] < M 1, m1 < f -

0 [ ] , where f +
0 = limuy 0f ( u) / u, f

-
] =

limuy ] f ( u) / u, f -
0 = limuy 0f ( u) / u, f +

] = limu y ] f ( u) / u, g may be singular at t = 0 and/ or t =

1 . The proof uses a fixed point theorem in cone theory.

K ey w ords: second order singular boundary value problems; positive solutions; cone; fixed point
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