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一类共振条件下两个自由度系统的同宿轨道
X
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摘要:  研究一类在参数和强迫激励下发生共振时的两个自由度系统, 利用多重尺度法证明存在

锁频于 8 的周期解# 在一定条件下可变换成Wiggins的系统, 给出了判断这类系统同宿轨道存在

的计算公式# 
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引   言

带有立方非线性的两个自由度系统在物理、力学中应用很广,例如伸长量比较大的弦、梁、

膜和板的振动、动力隔振系统、动力消振器、球摆、向心摆和双摆的运动以及非线性弹簧相连的

质量的运动等许多问题都可归结为带立方非线性项的两个自由度系统# Nayfeh Mook 主要用

奇摄动方法讨论了这类系统的周期解[ 1]# Holmes等人研究了一类特殊的两个自由度的Hami-l

ton系统的混沌运动, 但是这类问题的研究主要是数值方法# 

我们在本文中研究如下一类在参数和强迫激励下的两个自由度系统:
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其中

  p 1 = E2B1cos2 8t , p 2 = E2B2cos2 8t , 8 = w1 + E2R1, 8 = w 2 + E2R2# 

在第 1节中我们用多重尺度法得到锁频于 8周期解# 在第2节中令u1 = EB1exp[ i 8T] + cc. ,

u2 = EB 2exp[ i 8T ] + cc.可转化为复常微分方程组, 这是类似于[ 2] 的方程组# 在第 3、第4节

中研究了这类系统, 得到了判断同宿轨道存在的公式# 这种同宿轨道是导致系统混沌的基本

原因# 

1  锁频于 8 的周期解

令
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( 2)

其中 T n = Ent , Dn =
5
5T n

( n = 1, 2) ,代入( 1) 可得
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( 4)

( 3)的解为

  
u11 = A 1( T 2) exp( iw 1T 0) + cc. ,

u21 = A 2( T 2) exp( iw 2T 0) + cc. ,
( 5)

其中 cc.表示共轭项# 代入( 4) , 由消去长期项可得

  

- 2iw1( A
c
1 + L1A 1) - w

2
1B1�A 1exp[ 2iR1T 2] + 3A1A

2
1�A 1 + A3�A 1A

2
2exp[ 2( R1 - R2) T 2i] +

  2A3A 2�A 2A 1 +
1
2

f 1exp[ iR1T 2] = 0,

- 2iw2( A
c
2 + L2A 2) - w

2
2B2�A 2exp[ 2iR2T 2] + 3A8A

2
2�A 2 + 2A6A 1�A 1A 2 +

  A6�A 2A
2
1exp[ 2( R1 - R2) T 2i] +

1
2

f 2exp[ iR2T 2] = 0# 

( 6)

令 Am =
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分离实虚部得
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令 r 1 = 2H2 - 2H1 + 2( R1 - R2) T 2, r 2 = R1T 2 - H1, ( 7) 成为
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对于静态解 a
c
n = r

c
n = 0( n = 1, 2) # 
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从( 8)中解出 an, rn, ( n = 1, 2) ,故有
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E
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3
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2  复常微分方程组

再令 ui = EBi exp[ i 8T 0] + cc. ( i = 1, 2) 代入( 1) ,可得到

  

D2 B1 = - L1 B1 +
- i
2 8

2B1R1w 1 - w
2
1B1�B 1 + 3A1B

2
1�B 1 +

   2A3B1 B2�B2 + A3�B 1B
2
2 +

f 1

2
,

D2 B2 = - L2 B2 +
- i
2 8

2B2R2w 2 - w
2
2B2�B 2 + 3A8B

2
2�B 2 +

   2A6B1�B 1B2 + A6B
2
1�B 2 +

f 2

2
# 

( 9)
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( 9) 可化为类似于[ 2] 的形式,但这是 f 1、f 2 不为 0, L1 X L2的形式,计算将更复杂# ( 9) 可写

为

D2B1 = - L1B1 + i - ( R- B) B1 + $�B1 + P1B
2
1�B1 + P2B 1B2�B 2 + P3�B 1B

2
2 -

f 1

2 8
,

D2B2 = - L2B2 + i - ( R+ B) B2 + $�B2 + P1B
2
2�B2 + P2B 1B2�B 1 + P3�B 2B

2
1 -

f 2

2 8
# 

( 10)

令 B1 = x 1 + iy 1, B2 = x2 + iy2, 则( 10) 成为
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其中   
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作变换
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并引入小参数 E1, 即令 B y E1B, c y E1 c, Li y LiE1, f i y E1f i ( i = 1, 2) ( 12) 取形式为
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在新坐标下( 11)成为
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当 E1 = 0时, ( 13) 是如下形式的可积Hamilton系统
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3  未摄动系统的结构

( 14)具有 2维不变流形

  L= q 1 = q10( p 2, R) , p 1 = p 10( p 2, R) , p 2 I R , q2 I s
1

, ( 15)

其中 q10( p 2, R) 和 p 10( p 2, R) 是( 14) 的 q 1 - p 1分量的双曲不动点, R 是 p 2 的待定区间( R固
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的解经计算只有( 16)才能给出不动点# ( 16)可重写为
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4

+ ( $- R) z
3
+ p

2
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4
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2
1# 当 P1 < 0时 g( 0) = - P1p

4
2 > 0和 g ( ? ] ) = - ] ,必存在一个或3个正解# 

我们要求共振双曲不动点,即必须满足
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当 R < N < - 1时可从( 19) 得解为

  

p
r
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p
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其中上标 / r0 记共振, N =
- $- $P3

P3
# 

将( 20)代入 Jacobian表达式, 记为 J ,

  detJ =
4$( N

3
+ $R2

)

N
2 , N

3
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在 ( N, R) 平面上, 可定义( $ > 0)
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  W = N < - 1, -
N

3

- $
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这给出了包含共振双曲不动点的区域, 而且
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为了利用Melnikon方法必须求出未摄动方程的同宿轨道# 为此引入以下坐标变换
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+
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不动点 ( q
r
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1 = 0, p

r
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r
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2
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r
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r
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2
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再令 E = E 0 + V,可将不动点移到原点, ( 21) 成为
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V

3
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N

V
2
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这里为容易计算取 P1 = - 1, ( 24) 的 Hamilton函数为

  $W
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V
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V
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+
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  $W
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V =
- 2V1

( k
2

+ 1) cosh( vT 2) + k
2
- 1

, v = - V 1V 2, k
2

= -
V1

V2
# ( 26)

当 V < 0为,同宿轨 B

  V =
2V1

( k
2
+ 1) cosh( vT 2) + 1- k

2, ( 27)

此时   q
2
1 = x

2
1 + x

2
2 =

1
4N

NV
2

$
+ 2V( N - R) - 2( N + $) R+ 2N( N + $) # ( 28)

从这个表达式可计算出相移位,当 V 和q1已知时可从 q
2
1 + p

2
1+ p

2
2 q

- 2
1 = E0+ V 中得到p 1# 从
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图中可画出 N = - 2, R = - 215, $ = 1 时同宿轨道, 对应于 ( q
r
1, p

r
1, p

r
2) = ( 01125, 0,

01375)# (见图 1)# 

图  1        图  2

经计算得

p
2
1 = -

( N + $) 2R
2N

+ V-
1

4N
NV

2

$ + 2V( N - R) - 2( N + $) ( R- N ) ,

qc2 = -
2p

r
2

N + $
NV

2
- 2N

2
V - 2$RV

NV
2

$
+ 2V( N - R) - 2( N + $) ( R- N)

# 

对于同宿轨道 A :

V =
- 2V1

( k
2

+ 1) coshvT 2 + k
2
- 1

=
- 2

R2 $2

N
2 + $N

- $N coshvT 2 -
R

N

,

此时

q
c
2 =

- 4p
r
2( R

2 $2
+ N

3 $)

N + $
- N ( N

2
+ $R) coshvT 2 + N ( $N - R)

acosh2
vT 2 + bcoshvT 2 + C

, ( 29)

其中   a = $N 3
( N + $) ( R- N ) < 0,

  b = 2 - N ( $2R2
+ RN 2

+ $NR+ $N3
) ( R- N) > 0,

  c =
2N

3

$
R

2
$

2

N
2 + $N

2

+ 2NR
R

2
$

2

N
2 + $N ( N - R) - ( N + $) ( R- N) R2# 

对于同宿轨道 B:

q
c
2 =

4p
r
2( R

2
$

2
+ $N

3
)

N + $
# - N ( N

2
+ $R) coshvT 2 - N ( $N - R)

a cosh2
vT 2 - bcoshvT 2 + C

( 30)

( 29)和( 30)可简化为:

q
c
2 = kKv

coshvT 2 + Q
( coshvT 2 - K) 2

+ k
2   (对同宿轨道 A) , ( 31)

q
c
2 = - kKv

coshvT 2 + Q

( coshvT 2 + K)
2
+ k

2   (对同宿轨道 B ) , ( 32)

其中   K =
2
bv

4p
r
2( R

2 $2
+ $N3

)

N + $
- N ( N

2
+ $R)

a
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  K= -
b

2a
> 0, k =

4ac - b
2

4a
2 > 0, Q=

N ( $N - R)
- N ( N

2
+ $R)

如定义  I 0 = KQ
+ ]

- ]

coshu + Q
( coshu - K) + k

2du,

  J 0 = - KQ
+ ]

- ]

coshu - Q
( coshu + K) + k

2du# 

则相移位表达式可简单写为

  Dq2 = q 2(+ ] ) - q2(- ] ) = kI0   (对轨道 A)

  Dq2 = q 2(+ ] ) - q2(- ] ) = kJ0   (对轨道 B)

未摄动系统的相空间几何结构可见图 2# 

4  摄动系统的动力学: Silnikov轨道存在性

首先推导共振附近限制于 LE的向量场, 公式如下:

dh
dS

= -
5H 1

5 q2
( q

r
1, p

r
1, p

r
2, r ) - 2dp

r
2 + O( E) ,

dr
dS

=
52

H 0

5 q15p 2

5 q10

5p 2
+

52
H 0

5p 15p 2

5p 10

5p 2
+

52
H 0

5p
2
2

( q
r
1, p

r
1, p

r
2) h + O( E)# 

( 33)

其中伸长时间 S = E1T 2# 因此在不动点共振圆周附近在 LE上动力学行为可用以下方程描

述:

dh
dt

= - ( L1 + L2) ( N + $) R
2
- N

2

2N
+

c
4

( N + $)
2sin4q2 +

B
2

( 2N + 2$) sin2q2 + O( E1) >- d̂ - ĉ sin4r + B̂sin2r + O( E1) ,

dr
dS

=
4( N

2
+ R$) N - N

- 3NR
2
- 3N

2
R+ 3NR+ 3N

2
- 4N

3
- 4$R

2 +
- 2N ( R+ $)

( N + $) ( R+ N )
+

  3( R+ N )
R- N

+ 2P3 + 1 h + O( E1) >- â
2
h + O E1)# 

( 34)

当 E1 = 0时, ( 34) 是Hamilton系统,其Hamilton函数为

  H=
â

2

2
h

2
- d̂r +

ĉ
4

cos4r -
B̂
2

cos2r ,

这是典型的/摆类型0系统,在 LE上不动点为

  
h = 0,

- d̂ - ĉsin4r + B̂sin2r = 0# 
( 35)

决定不动点稳定性的 Jacobi矩阵为

  
0 - 4 ĉcos4r + 2B̂cos2r

- â
2 0

我们将用 rc记中心坐标, rs 为鞍点的坐标# 在中心我们有

  - 4 ĉcos4r c+ 2B̂cos2r c > 0# 

在鞍点处我们有

  - 4 ĉcos4rc + 2B̂cos2r s < 0

可分为以三种情况研究:

情况 B̂= 0:如果 B̂= 0,当 | ĉ | > d̂ ,存在中心型不动点为
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  rc =

-
1
4

sin- 1 d̂
ĉ

,mod
P
2

, ĉ < 0,

-
1
4 P- arc sin

d̂
ĉ

, mod
P
2 , ĉ > 0# 

鞍点型不动点为

  rs =

P
4

- r c ,mod
P
2

, ĉ < 0,

-
P
4 - r c, mod

P
2 , ĉ > 0# 

点 ( h, r) = ( 0, r ) 处在由连接鞍点的同宿轨道所包围的区域中必须

  rn < r mod
P
2 < r s,

其中 rn 由

  -
d̂
ĉ

rn +
1
4 cos4rn = -

d̂
ĉ

rs +
1
4 cos4rs

解给出# 

情况 ĉ = 0:如果 ĉ = 0,当 | B̂ | > d̂ ,存在中心型不动点为

  rc =

-
1
2

P+ arc sin
d̂
B̂

,modP, B̂< 0

1
2

arc sin
d̂
B̂

, modP, B̂> 0

鞍点型不动点为

  rs =

-
P
2

- r c, modP, B̂< 0

P
2

- r c ,modP, B̂> 0

点 ( h, r) 处在连接鞍点的同宿轨道包围的区域中

必须   rn < r mod P< rs

其中 rn 由

  d̂
B̂

rn +
1
2

cos2rn =
d̂
B̂

rs +
1
2

cos2rs

解给出# 

一般情况 B̂ X 0, ĉ X 0时情况复杂以后再讨论# 

现在Melnikov 函数为

  M = Q
+ ]

- ]

5H0

5 q1

5H 1

5p 1
- L1 q1cos2

q 2 - L2q 1sin2
q2 -

5H0

5p 1

5H 1

5q 1
+

q
- 1
1

2 8
f 1( p 1cosq2 - p 2 q

- 1
1 sinq2) +

q
- 1
1

2 8
f 2( p 1sinq2 + p 2 q

- 1
1 cosq 2) +

2L1q1 q2( p 1cosq 2 - p 2q
- 1
1 sinq 2) + L2 q1sin q2( p 1sinq2 + p 2 q

- 1
1 cosq2) -

5H0

5p 2

5H 1

5q 2
+ L1p 2 + L2p 2 dT 2# 

注意在未摄动轨道上

  
5H 0

5 q1
#
5H 1

5p 1
-

5H 0

5p 1
#
5H 1

5 q1
-

5H0

5p 2
#
5H 1

5q 2
= -

dH1

dt
,
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则    M = - [ H 1( T 2 = + ] ) - H 1( T 2 = - ] ) ] +

Q
+ ]

- ]
( L1 q1cos2

q2 + L2 q1sin
2
q2) dp 1 -

q
- 1
1

2 8
f 1( p 1cosq 2 - p 2q

- 1
1 sinq 2) +

q
- 1
1

2 8
f 2( p 1sinq 2 + p 2q

- 1
1 cosq 2) +

2L1q1cosq2( p 1cosq 2 - p 2q
- 1
1 sinq 2) + L2 q1sinq2( p 1sinq2 +

p 2q
- 1
1 cosq 2) ] dq1 - 2( L1p 2 + L2p 2) dq 2 # ( 36)

一般情况下根据实际数据求( 36)零点的数值解# 当 $= 1, L1 = L2 = L, f 1 = f 2 = 0时,这归

结为[ 2] 的结果# 为完备起见,简单摘录如下:

从( 36)同宿轨道 A 的Melnikov函数为

  MA = - B̂ [ cos( 2Dq 2) - 1) ] cos2rc - sin( 2Dq2) sin2r c -

ĉ
4

- [ cos( 4Dq2) - 1] cos4rc + sin( 4Dq2) sin4r c +

d̂XA ( R, N ) ( 37)

其中   XA ( R, N) = R P+ 2arc tan -
R

- ( R2
+ N

3
)

+

2
N

- ( R2
+ N

3
)

N

( N + 1) R
2

- N
2

同宿轨道 B 的Melnikov函数为

  MB = - B̂ [ cos( 2Dq2) - 1) ] cos2r c + sin( 2Dq2) sin2r c -

ĉ
4

- [ cos( 4Dq2) - 1] cos4r c + sin( 4Dq2) sin4r c +

d̂XB( R, N )

其中   XB ( R, N ) = - R P- 2arc tan -
R

- ( R2
+ N

3
)

+

2
N

- ( R2
+ N

3
)

N

( N + 1) R
2
- N

2
# ( 38)

在 B̂ = 0情况, MA = 0可表为

  d̂
ĉ

=
1- cos4Dq 2A

[ ( 1- cos4Dq2A )
2
( sin4Dq2A + 4XA )

2
]

1/ 2# ( 39)

相移位满足

  rn < r c + Dq2A mod
P
2 < rs ( 40)

( 39)与( 40)可求出 Silnikov 类混沌存在的参数条件# 

在 ĉ = 0情况, MA = 0可表为

  d̂
B̂ =

1 - cosDq2A

[ ( 1- cos2Dq2A )
2

+ ( sin2Dq2A + XA )
2
]

1/ 2 ( 41)

相移位满足

  rn < r c + Dq2A ( mod P) < rs# ( 42)

( 41)与( 42)可求出 Silnikov 类混沌存在的参数条件# 
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