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摘要 :  讨论了一类拟线性椭圆型方程奇摄动广义边值问题# 在适当的条件下, 研究了 Dirichlet问

题广义解的存在、唯一性及其渐近性态# 
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引   言

作者在文[ 1] ~ [ 8]中曾研究了一类奇摄动问题# 本文涉及的是奇摄动问题的广义解# 今

讨论如下高阶拟线性椭圆型方程 Dirichlet问题:

  EL 2m [ u ] + E
n

i= 1

bi ( x , u)
5 u
5xi

= f ( x, u )   ( x = ( x 1, x 2, ,, x n) I 8 < R
n
) , (1)

  5 j
u

5 n
j ( x) = 0   ( x I 5 8; j = 0, 1, ,, m - 1) , (2)

其中 E是正的小参数, 8为 R
n中的有界凸域, 5 8 = 5 8++ 5 8- 为 8的光滑边界,其中5 8+ 是

子特征线进入区域 8 的边界,而 5 8- 是子特征线退出区域 8 的边界,且
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2 ,x
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n

n ,系数 a
LR
和 bi假设为在 C

]
( 8 ) 中的实值函数, L 2m为在 �8 一致强

椭圆型的:

E
n

1 [ | L| , | R| [ m

NLaLRm ( x ) NR \ Km | N |
2m

: = Km( E
n

i= 1

N2i )
m   ( PN I R

n
; x I �8 , Km > 0) ,

f 为它的变元在对应的区域内充分光滑的实值函数,
5
5 n
为在 5 8 上的外法向导数# 

首先假设:

[H1] 原问题( 1) ~ ( 2)的退化问题:
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  E
n

i= 1

bi ( x, w )
5w
5xi

= f ( x , w )   ( x = ( x 1, x2, ,, x n) I 8 < R
n
) , (3)

  w ( x) = 0   ( x I 5 8- )# (4)

在 8 上除5 8+ 与5 8- 的交点 A 1和 A 2外(在交点处子特征线与边界相切) 有唯一解的 w( x )

I C
] # 

代替问题( 1) ~ ( 2) ,我们考虑广义 Dirichlet问题:

  EBm [ <, u] + B1[ <, u] = - E
n

i= 1
( <, [ bi ( x, u) - bi ( x , w ) ] Diu) +

      ( <, f ( x , u) - f ( x, w) )  ( P< I C
]
0 ( 8) ) , (5)

其中

  Bm [ <, u] S E E
1 [ | L| , | R| [ m

( D
L<, a

LR
mD

R
u) ,

  B1[ <, u] S E
n

i- 1
( <, bi ( x, w ) D iu) - ( <, f ( x , w ) ) ,

而 C
]
0 ( 8) 为由 8中具有紧支函数并具有C

]
( 8 ) 的子集,表示式 Bm[ v , u] 为与L 2m [ u ] 有关

的双线性形式,该形式是关于 a
LR
m 以及v和u在 8 中有界并被定义在 Sobolev空间H

m
( 8) 的具

有有限模:

  + <+ j = E
| A| [ j

Q8
| D

A<( x ) |
2dx

1/ 2

 ( P < I C
m

( 8) ; j = 1, m ) ,

同时 ( u, v) 是被定义在 H
m
0 ( 8) 中的内积,其中H

m
0 ( 8) 为 C

]
0 ( 8 ) 中完备空间# 

首先,我们来研究问题( 5)的解 u I H
m
0 ( 8) # 

1  广义解的存在、唯一性

现在再假设:

[H2] 存在不依赖于 v 和u 的常数Cj 1( j = 1, m ) :

  | B j [ v , u] | [ Cj 1 +v +j # +u + j , ( j = 1, m, Pv, u I H
m
0 )

和不依赖于 v 的常数Cj 2( j = 1, m ) :

  | B j [ v , v] | \ Cj 2+v +2
j  ( j = 1, m, Pv I H

m
0 ) ;

[H3] 存在常数 Di ( i = 0, 1, 2, 3) ,使得:

  E
n

i = 1
bi [

D1
4

,  E
n

i= 1

5 bi

5u
5w
5x i

[ D2,  D0 [ 5f
5u

[ D3( Px I �8 , P u I R) ,

且 E
3

i= 1
Di < C12;

[H4] 系数 a
LR
m , 1 [ | L | , | R | [ m 在 8 中有上界Cm3, 且

  | a
LR
m ( x) - a

LR
m ( y ) | [ cm( | x - y | ) ( | L | = | R | = m ; Px, y I 8 ) ,

其中 cm( | x - y | ) y 0, 当 | x - y | y 0# 

现证如下定理:

定理 1  在假设[ H1] ~ [H3]下,广义边值问题( 5)存在唯一的解 u ( x) I H
m
0 ( 8 )# 

证明  首先任取一个函数 u0( x) I H
m
0 ( 8 ) ,考虑广义线性 Dirichlet边值问题

EBm [ <, u ] + B1[ <, u ] = - E
n

i= 1

( <, [ bi ( x, u0) - bi ( x, w ) ] D iu0+
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( <, f ( x, u0) - f ( x, w ) )   ( P < I C
]
0 ( 8) ) ,

由Lax_Milgram定理
[ 9]
及假设[H1] ~ [ H3] ,在Hilbert空间H

m
0 中, 表示式为

  F[ v] = EBm [ v , u ] + B 1[ v , u]

的每一有界泛函 F [ v ] ,可决定唯一的 u# 

今取

  F[ v] = v, - E
n

i= 1
[ bi ( x, u0) - bi ( x , w ) ] Diu0+ f ( x, u0) - f ( x, w ) ,

则存在唯一的广义解 u1( x) I H
m
0 ( 8 ) ,满足

EBm [ <, u1] + B1[ <, u1] = - E
n

i= 1
( <, [ bi ( x, u0) - bi ( x, w ) ] D iu0+

( <, f ( x, u0) - f ( x, w ) )   ( P < I C
]
0 ( 8) ) ,

利用迭代法,设 uj- 1( x) I H
m
0 ( 8 ) ,并考虑方程

EBm [ <, uj ] + B 1[ <, uj ] = - E
n

i= 1

( <, [ bi ( x, uj- 1) - bi ( x, w ) ] Diuj- 1+

( <, f ( x , uj- 1) - f ( x , w ) )   ( P< I C
]
0 ( 8 ) ) ,

则我们能得到 uj ( x ) I H
m
0 ( 8)# 于是得到一个函数列: uj ( x) I H

m
0 ( 8) , j = 0, 1, , # 并

不难得到存在唯一的 Dirichlet问题(5) 广义解 u ( x) I H
m
0 ( 8 ) ,使得

  lim
j y ]

( <, uj ) = ( <, u )   ( P < I C
]
0 ( 8) )# 

定理 1证毕# 

2  渐 近解

设 u ( x) 为广义边值问题(5) 的广义解, w ( x ) 为退化问题(2) ~ (3) 的解# 令

  u( x) = w ( x ) + z ( x)# 

因此 z( x) 满足

EBm [ <, z ] + B1[ <, z ] = ( <, - EL2m [ w ] ) - ( <, E
n

i= 1
[ bi ( x , w + z ) - bi ( x , w ) ] Diz ) -

    ( <, E
n

i= 1

[ bi ( x , z + w ) - bi ( x , w ) ] Diw ) + ( <, f ( x, w + z ) - f ( x, w ) ) ,

( P < I C
]
0 ( 8 ) )# (6)

因为 z ( x ) 不属于H
m
0 ( 8 )# 所以引入边界层校正项 v, 使得 w + v 属于H

m
0 ( 8)# 设

  u( x) = w ( x ) + v ( x) + �z ( x) , (7)

其中余项�z 属于H
m
0 ( 8 )# 

首先在5 8的附近建立局部坐标系,定义在5 8 的邻域中的每一点Q的坐标( Q, <) 按如下

方法:坐标 Q( [ Q0) 为点 Q 到边界5 8 的距离, 其中 Q0为足够小,使得5 8 上的每一点的内法
线在5 8 的邻域内互不相交# U= ( U1, U2, ,, Un- 1) 为( n - 1) _维流形5 8 上的一个非奇坐
标系# 点 Q的坐标与点的坐标U相同,这里的点 P 是过点Q的内法线在边界 5 8 的交点# 

在5 8 : 0 [ Q [ Q0邻域中,我们构造如下形式的边界层校正项 v:

  v( x) = W( x) ( E
m- 1

j= 0

cjQ
j
) exp -

Q
E

r , (8)
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其中 r 是正常数, cj , ( j = 0, 1, ,, m - 1) 为常数,待定# W( x ) S W( Q) I C
]

[ 0, ] ) ,且

  W( Q) =

1   0 [ Q [ 1
3
Q0 ,

0   Q\ 2
3

# 

因为 w I C
]

( �8 ) ,函数 w + v 属于C
]

( �8) ,故( w + v ) I H
m
0 ( 8) ,此时

  
5 j

( w + v)

5Qj Q= 0
= 0  ( j = 0, 1, ,, m - 1)# (9)

由( 9) , 系数 cj , j = 0, 1, ,, m - 1,满足

  E
j

i= 0
cii !

j

i

(- 1)
j- i

E( j- i ) r = -
5 j

w
5Qj Q= 0

  ( j = 0, 1, ,, m - 1)# 

不难看出

  c0 = - w | Q= 0 = O(1) ,

  c1 = -
5w
5Q Q= 0

+
c0

Er
= O( E- r

) ,

  c2 = -
1
2!

52
w

5Q2 Q= 0
+

c1

E
r = O( E

- 2r
)# 

这时我们可得到

  cj = O( E- jr
)   ( j = 0, 1, ,, m - 1)# 

于是对充分小的 E, 有

  +v +2
j [ dj E

j

i= 0Q8

5 i
v

5Qi

2

d 8 ,

其中 dj 为不依赖于E的常数# 

设 Q= E
r
S,可得

  5 j
v

5Qj
=

1

Ejr
5 j

5Sj
[ W( x ) E

m- 1

i= 0
Eirc iS

iexp[- S] ] = O( E- jr
)# 

因为 dQ= ErdS, 我们便得到

  +v +2
j = O( E

(- 2j+ 1)r
)   ( j = 0, 1, ,, m - 1)# (10)

3  余项估计和最后的结果

定义余项

  u( x) = w ( x ) + z ( x)

及

  u( x) = w ( x ) + v ( x) + �z ( x) ,

其中 w 为退化问题( 3) ~ (4) 的解, v 为由(8) 给定的边界校正项# 我们在下面给出这两个余

项的先验估计# 

因为 C
]
0 ( 8 ) 包含 H

m
0 ( 8 ) ,且 �z I H

m
0 ( 8 ) ,由(6) , (7) ,有

EBm [�z , z ] + B1[�z , z ] = (�z , - EL2m [ w ] ) - (�z , E
n

i= 1
[ bi ( x , w + z ) - bi ( x , w ) ] Diz ) -

    (�z , E
n

i = 1

[ bi ( x, z + w ) - bi ( x, w ) ] D iw ) + (�z , f ( x, w + z ) - f ( x , w ) ) ,
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( P < I C
]
0 ( 8 ) )# 

故由假设[H2] ~ [ H3] , 对于充分小的 E,可得

EBm [�z , �z ] + B1[�z , �z ] = (�z , - EL2m [ w ] ) - (�z , E
n

i= 1

[ bi ( x , w + z ) - bi ( x , w ) ] Diz ) -

    (�z , E
n

i = 1

[ bi ( x, z + w ) - bi ( x, w ) ] D iw ) + (�z , f ( x, w + z ) - f ( x , w ) ) -

    EBm [�z , v] - B1[�z , v ] [

    +�z 0[ E[ +L2m [ w ] +0+
D1
2

+z +1+ D2 +z +0+ D3 +z +0] +

    ECm1 +�z +m +v +m + C11 +�z +1 +v +1 [

    +�z +0[ E[ +L 2m [ w ] +0+
D1
2

( +�z +1+ +v +1) + ( D2+ D3) ( +�z +0+ +v +0) ] +

    ECm1 +�z +m +v +m + C11 +�z +1 +v +1# 

由假设[H2] ,我们有

ECm2 +�z +2
m + ( C12 - ( D1+ D2+ D3) +�z +1 [

    +�z +0[ E[ +L 2m [ w ] +0+
D1
2

+v +1+ ( D2+ D3) +v +0] +

    ECm1 +�z +m +v +2
m + C11 +�z +1 +v +1# 

于是存在正常数 C1,使得

E+�z +2
m + +�z +2

1 [ C1 +�z +0[ E[ +L 2m [ w ] +0+
D1
2

+v +1+ ( D2+ D3) +v +0] +

    ECm1 +�z +m +v +m + C11 +�z +1 +v +1 # 

由估计式( 10) ,我们能够得到

E+�z +2
m + +�z +2

1 [ C2 E2+ E1+ (- 2m+ 1) r
+ Er , (11)

其中 C2为与 E无关的正常数# 

令 r =
1
2m

, 并由(11) 我们便得到了一个先验估计:

  E+�z +2
m + +�z +2

1 [ O( E1/ 2m
)# 

关于 z 的估计为

  E+z +2
m + +z +2

1 [ E( +�z +2
m + +v +2

m) + ( +�z +2
1+ +v +2

1) ,

并由( 10) ,得到

  E+z +2
m + +z +2

1 [ O( E1/ 2m
)# 

于是我们有如下定理:

定理 2  在假设[ H1] ~ [H4]下,对于充分小的 E, Dirichlet问题(5) 的广义解 u I H
m
0 ( 8 )

在 �8 中处除了点A 1和 A 2 的邻域 8D(A
1
) 和 8D(A

2
) 外的 �8 中,满足关系式:

  +u - w +1 = O( E1/ 4m
) ,  +u - w +m = O( E1/ 4m- 1/ 2

)   (0 < E n 1) ,

其中 w ( x ) 为退化问题(3) ~ (4) 的解# 
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A Class of Singularly Perturbed Generalized Boundary

Value Problems for Quasilinear Elliptic

Equation of Higher Order

MO Jia_qi1,  OUYANG Cheng2

( 11Depa rtm ent of Mathema tics , Anhu i Norm al Un iver sity , Wuhu 241000, P R China ;

21Depar tment of Mathemat ics , Hu zhou Teacher s College , Huzhou , Zhejian g 313000, P R China )

Abstract: The singularly perturbed generalized boundary value problems for the quasilinear elliptic e-

quation of higher order are considered. Under suitable conditions, the existence, uniqueness and

asymptotic behavior of the generalized solution for the Dirichlet problems are studied.

Key words: elliptic equation; singular perturbation; generalized solution
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