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带有微结构的连续统中新的能量
守恒定律和 C_D不等式
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摘要 :  对带有微结构的连续统中现有的基本定律、均衡方程和 Clausius_Duhem 不等式进行了系统

的再研究,发现所有的能量均衡方程和相关的 C_D不等式都是不完整的# 本文对现有的结果进行

了评注,并提出新的能量均衡方程和相关的 C_D不等式# 
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引   言

前文[ 1]中曾对不带微结构的连续统中基本定律、均衡方程和 Clausius_Duhem不等式进行

了系统的再研究,并提出了新的能量守恒方程和相关的 C_D不等式# 本文则对带有微结构的

连续统中若干现有结果加以评注, 指出了它们当中有的是不完整的, 并提出新的能量守恒方程

和相关的 C_D不等式# 我们曾在另文中提出更为一般的能量能率原理,并已给出与现有的结

果完全不同的新的能量均衡方程# 本文又从相反的角度论证了这些新成果的完整性# 

不管是不带有微结构的, 还是带有微结构的连续统理论都是以基本定律和本构理论作为

基础的# 而在基本定律中又以能量守恒定律更为重要# 这是因为它既包涵着动量和动量矩均

衡方程,又与熵不等式一起构成C_D不等式的缘故# 从1958年 Ericksen和Truesdell以及Guen-

ther发表论文后广义连续统理论迅速发展# 由于所采用的物理模型不同,所得到的理论也就

不完全相同# 与近乎相同的物理模型相对应的连续统名称就有 Cosserat连续统, 微极连续统,

微态连续统,多极连续统,带有方向子的连续统,非对称的连续统,带有微结构的连续统等等# 

这些连续统模型的共同点是都不再研究传统的点连续统和应力张量不再是对称的# 据此,作

者认为把这些相近的连续统通称为带有微结构的连续统也应该是无可非议的# 

为了简单和便于与现有理论进行比较起见,本文以更具有代表性和典型性的微极和微态

理论作为研究对象, 并且除另作说明外均采用 Eringen的专著[ 2, 3]的结果和记法# 但为清楚

起见, 本文采用直角坐标系进行推导,并用公式编号(  )和(  )
* *
来分别表示传统的和我们

新提出的结果, 以示区别# 
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1  现有的基本定律,均衡方程和 C_D不等式

为节省篇幅,下面直接引录专著[ 2, 3]中微极场论的结果, 不另作文字说明,但要针对不完

整处加以若干评注, 以便为后面建立新的相应结果作好准备# 

111  质量守恒定律

A1 全局质量守恒定律

  d
dtQV

Qdv = 0# ( 1a)

B1局部质量守恒方程
  ÛQ+ Qv k , k = 0# ( 1b)

C1非局部质量守恒方程
  ÛQ+ Qv k , k = Q̂# ( 1c)

为简单起见,并不失一般性,本文取非局部质量剩余 Q̂= 0# 

112  微惯性守恒定律

A1 全局微惯性守恒定律

  d
dtQV

Qikl VkK VlL dv = 0# ( 2a)

B1局部微惯性守恒方程
  Q(Ûj kl + Ekrm vm jrl + Elrm vm jrk) = 0# ( 2b)

C1非局部微惯性守恒方程
  Q(Ûj kl + Ekrm vm jrl + Elrm vm jrk) = Q̂j kl# ( 2c)

为简单起见,本文假定 Q̂j kl = 0# 

113  动量均衡定律

A1 全局动量均衡定律

  d
dtQV

Qvdv = RA
t ( n) da + QV

Qfdv# ( 3a)

B1局部动量均衡方程
  tkl , k + Q( f l - Ûv l ) = 0# ( 3b)

C1非局部动量均衡方程
  tkl , k + Q( f l - Ûv l ) = - Qf̂ l# ( 3c)

114  动量矩均衡定律

A1 全局动量矩均衡定律

  d
dtQV

( p @ Qv + QR)dv = RA
( p @ t ( n) + m ( n) )da + QV

( p @ Qf + Ql ) dv# ( 4a)

B1 局部动量矩均衡方程
  mkl , k + Elmn tmn + Q( ll - ÛRl ) = 0# ( 4b)

C1 非局部动量矩均衡方程
  mkl , k + Elmn tmn + Q( ll - ÛRl ) = - Q( l̂ l - Elmn xm f̂ n ) # ( 4c)

评注 1  由( 4a)可以推导出

  QV
Q[ ( l l - ÛRl ) + mkl , k + Elmn tmn] + Elmn xm [ Q( f n- Ûvn ) + tkl , k ] dv = 0# ( a)
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利用( 3b) ,则由( a)可得( 4b) ,另外,利用( 3c) , 则由( a)可得( 4c) , 可见,动量均衡方程寓于

动量矩均衡定律之中,而且推导非局部动量均衡方程也很自然, 故可认为动量矩均衡定律是完

整的# 

115  能量守恒定律
A1 全局能量守恒定律

  d
dtQV

Q E+
1
2
v#v +

1
2
R#r dv = RA

( t ( n) #v+ m ( n)#r)da +

      QV
Q( f#v + l#r ) dv + RA

q#d a + QV
Qhdv, ( 5a)

这里 r 是角速度矢量# 

B1 局部能量均衡方程
  QÛE- tkl ( vl , k - Eklmrm) - mklrl , k - qk, k - Qh = 0# ( 5b)

C1 非局部能量守恒方程
  - QÛE+ t kl ( v k , k - Eklm rm) - mkl rl , k + qk , k + Qh -

      Q[ f̂ kv k + ( l̂ k - Eklm xl f̂ m) rk ] + Q̂h = 0# ( 5c)

评注 2  我们由( 5a)容易推导出下式:

  QV
- QÛE+ tklvl , k + mklrl , k + qk , k + Qh + [ Q( f l - Ûv l ) + tkl , k ] v l +

      [ Q( ll - ÛRl ) + mkl, k ] rl dv = 0# ( b) 1

由此显而易见, 若按 Piola定理, 则由上式可得

  Q( f l - Ûv l ) + t kl, k = 0; ( c) 1

  Q( l l - ÛRl ) + mkl , k = 0; ( c) 2

  QÛE= t kl v l, k + mklrl, k + qk , k + Qh# ( c) 3

这些式子并不耦合,而且它们应当分别为动量均衡方程、动量矩均衡方程和能量均衡方

程, 但是第二个式子并非动量矩均衡方程, 并且能量均衡方程也不完整# 这些便是从始至今

氵千藏在带有微结构的连续统理论中的隐患# 

面对这样不完整性的现实,国内外一些连续统力学专家采取了下列不同的方法,力图说明

现有基本定律的完整性和正确性# 

( Ñ) 利用运动方程的方法

Eringen等大多数学者都是利用动量均衡方程和动量矩均衡方程,于是( b) 1变成为

  QV
[ (- QÛE+ tklv l, k + mkl, krl , k + qk , k + Qh) - Emklrmtkl ] dv = 0, ( b) 2

由此得局部能量均衡方程( 5b)# 

( Ò) 利用运动方程和线性本构关系反证的方法

例如 J. Wang和 R. S. Dhaliwa[ 4]对均匀的和各向同性非局部微极弹性体预先采用线性的本

构方程和几何关系的条件下, 对动量均衡方程点乘以 v l 和动量矩均衡方程点乘以 rl 相加并积

分后反证出能量守恒定律的形式为

  d
dtQV

Q E+
1
2 v#v+

1
2 R#r dv = RA

( t ( n) #v + m ( n)#r ) da +

      QV
Q( f#v + l#r ) dv# ( d)

( Ó) 利用常值速度平移和角速度转动的不变性
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Eringen[ 5]于 1992年对他以前建立的微态连续统力学中均衡定律进行了再研究,并提出了

使全局能量守恒定律在常值速度平移和常值角速度转动的不变性要求下, 推导出动量均衡方

程、动量矩均衡方程和能量均衡方程# t

评注 3  这里将对评注 2中提到的三种方程再分别加以扼要的评注# 

对于( Ñ) , 利用运动方程的方法,实际上相当于在( b) 1中人为地加上一项 Elmntmnrl ,再减去

一项 Elmntmnrl = Emkltklrm即得

  QV
[- QÛE+ tkl ( v l, k - Emklrm) + mklrl , k + qk , k + Qh] +

      [ Q( f l - Ûv l ) + tkl , k ] vl + [ Q( ll - ÛRl ) + mkl, k + Elmntmn] rl dv = 0# ( b) 3

从此即可得到( 3b) , ( 4b)和( 5b)# 该方法的目的就是要人为地凑成动量矩均衡方程, 但这

样一来, v l , k - Emklrm恰好成为线性应变,于是能量均衡方程也就局限于线性范畴,失去了很大

的普遍性# 

对于( Ò) , 由于要维护传统的能量守恒定律的形式,才利用运动方程和线性本构关系进行

反证# 但这种反证却必须先假定线性本构方程和几何关系,这是由于原来的能量守恒定律形

式不完整所使然# 

对于( Ó) ,可能是 Eringen已经发现, 按( Ñ )的方法不能从传统的能量守恒定律直接给出

完整的动量矩均衡方程的形式,于是利用常值速度平移和常值角速度转动的不变性,经过相当

麻烦的推导,才给出完整的运动方程,但是能量均衡方程仍未脱离原来的框框# t

116  熵不等式

A1 全局熵不等式

  d
dtQV

QGdv = RA
S#d a + QV

QG
H
dv \0# ( 6a)

B1 局部熵不等式
  QÛG- Sk, k - Qh/ H \0# ( 6b)

C1 非局部熵不等式

  QÛG- Sk, k - Qb - Q̂b \0# ( 6c)

117  Clausius_Dubem不等式

A1 局部 C_D不等式

  -
Q
H
( Û7 + ÛHG) + 1

H
tkl ( vl , k - Emklrm) +

1
H
mmlrl , k +

1
H2
qkH, k + pk , k \0# ( 7a)

B1 非局部 C_D不等式

  -
Q
H
( Û7 + ÛHG) + 1

H
tkl ( vl , k - Emklrm) +

1
H
mmlrl , k +

1
H2
qkH, k +

      pk , k -
Q
Hf̂ kvk -

Q
H( l̂ k - Eklm xl f̂ m) rk +

Q
Hĥ - Q̂b \0# ( 7b)

评注 4  由于能量均衡方程不完整,所以相关的 C_D不等式也不可能是完整的# t

2  更为普遍的基本定律,均衡方程和 C_D不等式

为节省篇幅,对于相同的质量守恒定律、微惯性守恒定律、动量均衡定律和动量矩均衡定

律只列出标题, 不重列表达式# 本文重点是建立更为普遍的能量守恒定律和 C_D不等式# 

211  质量守恒定律
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212  微惯性守性定律

213  动量均衡定律

214  动量矩均衡定律

215  能量守恒定律
A1 全局能量守恒定律
下面我们公设带有交叉项的更为普遍的全局能量守恒定律如下:

QV
Q[ ÛE+ Ûv#v + ( ÛR + p @ Ûv )#r ] dv = RA

[ t ( n)#v + ( m ( n) + p @ t ( n) )#r ] d a +

    QV
Q[ f#v + ( l + p @ f )#r ] dv + RA

q#d a + QV
Qhdv# ( 5a) * *

这里第一个和第二个以及第三个交叉项的物理意义分别表示由于动量引起的动量矩所产生的

附加能率和由于面力引起的面矩在面上以及由于体力引起的体矩在体内所产生的附加功率# 

所列出的这三项是针对传统的全局能量守恒定律的不完整性而提出来的# 从( 5a) * * 我们即

可直接推导出下式:

  QV
[ tklv l , k + ( mkl + Elmnxmt kn) rl , k + qk , k + Qh - QÛE] dv +

      QV
[ Q( f l - Ûv l ) + tkl , k ] v ldv + QV

[ Q( ll - ÛRl ) + mkl, k + Elmntmn] +

      Elmnxm [ Q(f n - Ûvn) + t kn, k ] rldv = 0# ( b)
* *
4

由上式可见,动量均衡方程和动量矩均衡方程均寓于能量定恒定律之中# 

B1 局部能量均衡方程
由( b)

* *
4 ,利用广义的 Piola 定理可以推导出动量均衡方程、动量矩均衡方程和更为普遍

的能量均衡方程如下:

  Q( f l - Ûv l ) + t kl, k = 0, ( 3b)

  Q( l l - ÛRl ) + mkl , k + Elmntmn = 0# (4b)

  QÛE= t klv l , k + ( mkl + Elmnxmt kn) rl, k + qk , k + Qh# ( 5b)
* *

注意( 5b) * * 与传统的能量守恒方程( 5b)

  QÛE= t kl ( v l , k - Eklmrm) + mklrl, k + qk , k + Qh ( 5b)

存在着本质的差异# 

C1 非局部能量守恒方程
由( b) * *

4 进行局部化即可很自然地写出非局部能量守恒方程

  QÛE= t klv k , k + ( mkl + Elmnxmt kn) rl, k + qk , k + Qh - Q[ f̂ l + ( l̂ l - Elmnxmf̂ n) ] # ( 5c) * *

这也与传统的结果( 5c)存在着与局部情形同样的本质差异# 

下面我们将扩充文献[ 4]中提出的反证方法的思路来反求全局能量守恒定律( 5a) * * 和局

部能量均衡方程( 5b) * * ,但这里并不像[ 4]那样需要事先假定线性本构方程和均匀物质等限

制条件# 

把( 3b)和( 4b)分别写成下列形式

  QÛv l = t kl, k + Qf l , (3b)

  QÛRl = mkl, k + Elmntmn+ Ql l# ( 4b)

在文献[ 4]中,将( 3b)等号两侧均乘以 v l 与将( 4b)等号两侧均乘以 rl相加后进行积分,再

123带有微结构的连续统中新的能量守恒定律和 C_D 不等式



利用线性本构方程, 则可得到( 5b)# 

为了考虑前述附加的能率和功率的影响,我们取

  QV
QÛv lv ldv = QV

( t kl, k + Qf l ) vldv, ( c) 1

  QV
QElmnxmÛvnrldv = QV

Elmnxm( t kn, k + Qf n) rldv , ( c) 2

  QV
QÛRlrldv = QV

( mkl , k + Elmntmn + Qll ) rldv# ( c) 3

将上列三式相加,并加以整理后可得

  QV
Q[Ûv lvl + ( ÛRl + ElmnxmÛvn ) r l ] dv = QV

[ tkl , kvl + ( mkl , k + Elmntmn +

      Elmnxmtkn, k ) rl ] dv + QQ[ f lv l + ( ll + Elmnxmf n) rl ] dv# ( c) 4

考虑到

  QV
[ tkl, kv l + ( mkl, k + Elmntmn + Elmnxmtkn, k) rl ] dv =

      QV
[ tklv l + ( mkl + Elmnxmt kn) rl ] , k - [ tklv l, k + (mkl +

      Elmnxmtkn) rl, k ] dv =

      RA
[ tklv l + ( mkl + Elmnxmt kn) rl, k ] dak -

      QV
[ tklvl , k + ( mkl + Elmnxmtkn) rl , k ] dv# ( c) 5

把( c) 5代回( c) 4,则得

  QV
[ tklvl , k + ( mkl + Elmnxmtkn) rl , k ] + Q[Ûv lv l + ( ÛRl +

      ElmnxmÛvn ) rl ] dv =

      RA
[ tklv l + ( mkl + Elmnxmt kn) rl ] dak +

      QV
Q[ f lv l + ( ll + Elmn xm f n) rl ] dv# ( c) 6

根据能量守恒定律的原意可知,应变能的时间变化率 QÛe 应为
  QÛe = t klv l , k + ( mkl + Elmnxmt kn) rl, k# ( d)

这与( 5a) * * 完全一致# 

216  熵不等式

A1 全局熵不等式

  d
dtQV

QGdv = RA
S#d a + QV

QG
H
dv \0# ( 6a)

B1 局部熵不等式
  QÛG- Sk, k - Qh/ H \0# ( 6b)

C1 非局部熵不等式
  QÛG- Sk, k - Qb - Q̂b \0# ( 6c)

217  Clausius_Duhem不等式

A1 局部 C_D不等式
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引进绝对温度 H,自由能量 7 和自由熵通量p 如下:

  b = h/ H, 7 = E- HG, p = ( q/ H) - S# 

于是在( 5b)
* *
和( 6b)之间消去 h ,则得更为普遍的局部 C_D不等式

  -
Q
H( Û7 + GÛH) + 1

H[ tklv l, k + (mkl + Elmnxmtkn ) r l, k ] + pl , l +
1
H2
qlH, l \0# ( 7a)

* *

B1 非局部 C_D不等式

在( 5c) * * 和( 6c)之间消去 h ,则得更为普遍的非局部 C_D不等式

  -
Q
H
( Û7 + GÛH) + 1

H
[ tklv l, k + (mkl + Elmnxmtkn ) r l, k ] + pl , l +

1
H2
qlH, l -

      Q
H
[ f̂ lvl + ( l̂ - Elmnxmf̂ n) rl ] +

Q
H
ĥ + Q̂b \0# ( 7b) * *

我们已经系统地给出微极连续统力学的更为普遍的基本定律,均衡方程和 C_D不等式# 

下面我们直接给出微态连续统力学的更为普遍的全局能量守恒定律以及运动方程和能量

均衡方程的结果,不另详作说明# 

3  微态连续统

311  全局能量守恒定律

我们公设微态连续统的带有交叉项的更为普遍的全局能量守恒定律如下:

  QV
Q[ÛE+ Ûv#v + ÛR : 8 + (p @ Ûv)#r - h ] dv =

      RA
[ t ( n) #v+ C ( n) : 8 + ( p @ t ( n) )#r + q#n] d a +

      QV
Q[ f#v + L: 8 + ( p @ f )#r] dv# ( 8a) * *

式中 C( n) = n#T ,而 L = L ij eiej , R = R ij eiej , 8 = 8 ij eiej 和T = T ijk eiejek分别为体力矩密度,

自旋张量,回转张量和应力矩张量# 

进行与微极连续统情形类似的运算,即可分别得到局部和非局部情形的结果# 

312  局部情形

A1 动量均衡方程
  Q( f k - Ûv k) + t ij , j = 0# ( 9a)

B1 动量矩均衡方程
  Q( Ljk - ÛR jk) + T ijk , i + tkj = skj# ( 9b)

C1 能量均衡方恒
  QÛE= t ijvj , i + (T ijk - t ijxk) 8jk , i + qk , k + Qh# ( 9c)

* *

这里的动量和动量矩均衡方程与 Eringen[ 5]的结果相同,但能量均衡方程( 9c) * * 则与其相应的

结果之间存在本质的差异# 

313  非局部情形

A1 动量均衡方程
  Q( f k - Ûv k) + tjk , j = - Qf̂ k# ( 10a)

B1 动量矩均衡方程
  Q( Ljk - ÛR jk) + T ijk , i + tkj - skj = - Q( L̂ jk - xj f̂ k)# ( 10b)
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C1 能量均衡方程
  QÛE= t ijvj , i + (T ijk - t ijxk) 8jk , i + qk , k + Qh - Qf̂ kv k - Q( L̂ jk - xjf̂ k) 8jk# ( 10c) * *

这里要求

  QV
Qf̂ kdv = 0, QV

QL̂ jkdv = 0# 

4  结 束语

( 1) 本文公设的更为普遍的能量守恒定律应与从虚功原理推导出的能量能率定理等价# 

这里又利用反证法进一步证实我们提出的新的能量守恒定律较之传统的更为普遍# 

( 2) 本文以微极和微态连续统做为带有微结构的连续统典型进行了论述# 

(3) 本文与前文[ 1]一起,对不带和带有微结构的连续统的基本定律、均衡方程和 C_D不

等式进行了较为全面而又系统的再研究,指出了它们的不完整性,并提出了更为普遍的新的能

量守恒定律和 C_D不等式# 
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New Conservation Laws of Energy and C_D Inequalities

in Continua With Microstructure
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Abstract: Existing fundamental laws, balance equations and Clausius_Duhem inequalities in continua

with microstructure are systematically restudied, and the incomplete formulations of conservation

laws of energy and related C_D inequalities are pointed out. Some remarks on existing results are

made, and new conservation laws of energy and related C_D inequalities are presented.
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