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摘要:  提出了一个求解动力学问题的新方法( DIM_IM)# 将动力学方程化成积分方程的形式, 借

助于该方程构造出了具有显式预测_校正的单步、自起动和四阶精度的积分型直接积分算法# 理论

分析和算例指出,这一方法较中心差分法、Houbolt 法、Newmark 法和Wilson_H法都有较高的精度# 

本方法适用于强非线性,非保守系统# 
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引   言

系统的瞬态分析始终是工程中关心的问题,例如象结构动力系统,有时其外力及系统本身

是随时间变化的,甚至系统是非线性的, 这时方程的积分用解析法几乎是不可能了, 不得不借

助于数值积分法# 通常用直接积分法, 如文献[ 1]所说,中心差分法、Wilson_ H法、Houbolt 法和

Newmark法,都是假定在每一时间区间 $t 内的位移、速度和加速度的变化形式,代入动力学方

程,因而获得只在离散时间点上的包括惯性力、阻尼力和外力的平衡方程, 从这个方程可推导

出前一时刻和后一时刻的递推关系,由初始条件可求出各相继的离散时刻的解# 所得的求解

方程相当于时间域的差分方程,所以可以把这些传统方法称为差分型直接积分法# 

本文借助于 Duhamel积分,把动力学方程组中的每一个方程,针对这个方程中的主变量直

接积分,次变量放人 Duhamel积分的被积函数中,因而得一个积分方程组,为了近似求解这个

积分方程,在每一时间段内对于次变量也假定了位移和速度的形式, 代入积分方程也获得了各

相继离散时刻的解# 为了与传统的方法区别,本方法可以称为积分型直接积分法# 该方法不

是象传统方法那样仅考虑了离散点上的平衡,而是计及了时间区间上的每一点的平衡,这是由

积分方程本身所反应的# 为了有效地解这个积分方程,本文构造了一个显示预测_校正四阶精

度的有效算法# 通过算例说明,本算法较中心差分法、Houbolt 法、Newmark 法 和Wilson_ H法

都有较高的精度# 本方法也适用于解强非线性,非保守系统# 

1  动力学方程的积分

结构的动力方程

151

 应用数学和力学,第 22 卷 第 2期( 2001年 2 月)

  Applied Mathemat ics and Mechanics
           应用数学和力学编委会编重 庆 出 版 社 出 版  

X 收稿日期:  2000_01_07; 修订日期:  2000_08_12

基金项目:  国家自然科学基金重大项目资助( 19990510)

作者简介:  吕和祥( 1938) ) ,男, 辽宁省盖县人,教授, 博士,博士生导师 .



  M&X + GÛX + KX = r( t ) , X(0) = A, ÛX (0) = B ( n个自由度) , (1)

其中 X是n维向量; M是质量矩阵(正定、对称) ; G是阻尼矩阵(对称、非负) 和陀螺矩阵(反对

称) 之和; K是刚度矩阵(对称、非负) ; r( t ) 是随时间变化的载荷向量; A和B是已知的初始条

件# 将方程(1) 两边右乘M
- 1

,有

  &X + �GÛX + �KX = �r( t ) , (2)

其中   �G S M
- 1
G, �K S M

- 1
K , �r ( t ) S M

- 1
r( t ) ,

对于方程( 2)的第 i 个方程, 有

  &x i + �k iixi + �GiÛX + �K iX = �r i ( t ) , (3)

其中�k ii是矩阵�K 的对角线元素, �Gi和�Ki 分别是矩阵�G 和�K 的第 i 行的行向量,但行向量 �K i

的第 i 个元素等于零# 将方程(3) 改写为

  &x i + �k iixi = �r i ( t ) - �GiÛX - �KiX S f i ( t ) , (4)

把方程( 4)包含未知函数的右端项看作为一般的载荷项,包含在右端项中的变量,被称为次变

量, �k ii对应的变量 xi 称为主变量# 把方程(4) 积分,有

  x i ( t ) = x i (0) cosXit +
sinXi
Xi
Ûx i (0) +

1
XiQ

t

0
f i ( F) sinXi ( t - F) dF, (5)

  Ûx i ( t ) = - Xix i (0) sinXit + Ûx i (0) cosXit + Q
t

0
f i (F) cosXi ( t - F)dF, (6)

其中   Xi = k
)

ii   ( i = 1, 2, ,, n) , (7)

n 是系统的自由度数# 于是主变量被积分地、解析地给出来了, 这是本文方法与通常的直接

积分法的重要差别,而一般的直接积分法,如中心差分法等[ 1]
, 其主变量是在离散点上以差分

的形式给出来的# 令 t = tk + S,代入(5) 和(6) 式,整理后有

  
xi ( tk + S)

Ûx i ( tk + S)
= T ( S)#

xi ( tk)

Ûxi ( tk)
+

1
XiQ

t
k
+ S

t
k

f i (F) sinXi ( t k + S- F)dF

Q
t
k
+ S

t
k

f i (F) cosXi ( t k + S- F)dF
, (8)

其中

  T( S) =
cosXiS sinXiS/ Xi

- Xisin XiS cosXiS
# (9)

矩阵 T( S) 被解析地给出了, 是时间增量 S的函数, 其取值大小不影响矩阵 T( S) 的计算精

度# 在文献[ 2~ 4] 中矩阵 T( S) 由精细积分给出了具有计算机字长范围内的精确数值结果# 

由(9) 式,当 S y 0时,矩阵 T( S) y I# 

矩阵 T( S) 的特征值 K1, 2 = cosXiS ? isinXiS,其模 +K1, 2+ = cos2 XiS+ sin2XiS = 1# 

2  动力学方程的逐步积分求解

如果在某时刻 tk , 位移和速度 X( tk )、ÛX ( tk) 已知,可以利用方程(8) 求得任意时刻 tk+ 1 =

t k + S时的解,只要右端的积分能够精确地作出# 理论上方程(8) 对 S的大小是没有限制的,

然而方程(8) 的右端的被积函数含有未知函数 X 和 ÛX , 即方程(8) 是个积分方程, 为了能进行

积分, 必须根据已知的 X( tk)、ÛX( t k) 和 &X( tk) (因为 X( tk) 和 ÛX( t k) 已知, 由方程(1) 可求得

&X( tk ) ) ,在区间[ tk , tk+ 1] 上给出具有一定精度的位移和速度的近似表达式,代入(8) 式将获得
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t k+ 1 = tk + S时的具有一定精度的解# 因此 S的值, 如同其他数值方法一样, 不能太大, 于

是所求解的精度完全取决于其右端项积分的精度, 尽管右端项中的第一项是精确的解析表达

式# 将(8) 式中的函数 f i ( t , X) 在时间区间[ tk , tk+ 1] 上用 t 的三次函数近似,有

  f i ( t , X( t ) ) = r
i
0+ r

i
1( t - t k) + r

i
2( t - tk)

2
+ r

i
3( t - tk)

3
, (10)

其中

  

r
i
0 = f i ( tk , X( tk ) ) ,

r
i
1 = [ f i ( tk+ 1, Xk+ 1) - f i ( tk , Xk ) ] / S,

r
i
2 = [ 3f i ( tk+ 1, Xk+ 1) - 3f i ( tk , Xk) - 2f c

i ( tk , Xk )#S- f
c
i ( tk+ 1, X k+ 1)#S] / S,

r
i
3 = [ 2f i ( tk , Xk ) + f

c
i ( t k , Xk)#S- 2f i ( tk+ 1, Xk+ 1) + f

c
i ( tk+ 1, Xk+ 1)#S] / S3,

(11)

在上式中 Xk+ 1是未知的,待求的,在计算中将取其预测值

  �X k+ 1 = Xk + ÛX k#S+ 1
2

&X k#S2, (12)

在 t = tk时刻, X k和一阶导数ÛXk为已知, &X k可根据方程(1) 由 Xk和ÛX k求出# 对于线性问题,

由(4) 式可知, f i ( t , X, ÛX) 是 X 和ÛX 的线性函数,所以 f ic( t , X, ÛX ) 亦是 X 和 ÛX 的线性函数,

(11) 式中的 r
i
k , k = 0, 1, 2, 3很容易计算# 

如果动力系统是集中质量,则当用( 8)式求解 x i ( tk + S) 和 Ûx i ( t k + S) 时不需要形成总体

刚度阵和阻尼阵,否则由(1) 式得到(2) 式时则需要有总体质量阵、刚度阵和阻尼阵, 虽然(8)

式仍然不需要总体刚度阵# 

对于非线性问题,函数 f i ( t , X , ÛX) 是 X 和ÛX 的非线性函数, 在实际应用中其函数形式往

往很复杂,则导数 f
c
i ( t , X, ÛX ) 计算起来很冗繁, 这给应用带来很多不变, 因此下面拟采用计

算函数值代替计算导数值的办法# 在区间[ t k , tk + GS] 上计算 m+ 1个点的函数值 f i ( t k +

i#$ti , X( t k + i#$ti ) ) , i = 0, 1, 2, ,, m, $t i = GS/ m , ( G可以等于 1也可以不等于 1) ,以这

些试样点的值, 应用 Lagrange插值逼近函数 f i ( t , X)# 对于(10) 式的三次函数近似( m = 3) ,

有

  

r
i
0 = f i ( tk , X( tk ) ) ,

r
i
1 = [- 11f i ( t k , Xk) + 18f i ( tk+ 1/ 3, X k+ 1/ 3) -

  9f i ( tk+ 2/ 3, X k+ 2/ 3) + 2f i ( tk+ 1, Xk+ 1) ] / (2S) ,

r
i
2 =

9

2S2
[ 2f i ( t k , Xk) - 5f i ( t k+ 1/ 3, Xk+ 1/ 3) +

  4f i ( tk+ 2/ 3, X k+ 2/ 3) - f i ( t k+ 1, Xk+ 1) ] ,

r
i
3 =

9
2S3

[- f i ( tk , X k) + 3f i ( tk+ 1/ 3, Xk+ 1/ 3) -

  3f i ( tk+ 2/ 3, X k+ 2/ 3) + f i ( t k+ 1, Xk+ 1) ] ,

(13)

其中   tk+ i/ 3 S tk + i#GS/ 3, Xk+ i/ 3 S X( tk + i#GS/ 3) , (14)

在( 13)式中未知的 Xk+ i / 3 等均可以借助于(12) 式计算其预测值# 

将( 11)式和( 13)式在时刻 tk 用Tolay 级数展开,有

  r
i
1 = f

c
i ( tk , X( t k) ) + o ( S3) , r

i
2 = f

d
i ( tk , X( tk) ) / 2+ o( S2) ,

  r
i
3 = f

Ê
i ( tk , X( t k) ) / 6 + o ( S)# 

于是( 10)式成为
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  f i ( t , X( t ) ) = f i ( tk , X( tk) ) + f
c
i ( t k , X( tk) )#( t - tk) + f

d
i ( tk , X( tk ) )#

( t - t k)
2
/ 2+ f

Ê
i ( tk , X( tk ) )#( t - t k)

3
/ 6+ o( S4)# (15)

因此( 10)式的近似具有截断误差 o ( S
4
)# 

将( 10)式代入( 8)式, 令 t = tk+ 1 = t k + S, 并由于(15) 式, 积分后有

  
xi ( tk + S)

Ûx i ( tk + S)
= T ( S)#

xi ( tk)

Ûxi ( tk)
+

a
i
0 a

i
1 a

i
2 a

i
3

b
i
0 b

i
1 b

i
2 b

i
3

r
i
0

r
i
1

r
i
2

r
i
3

+ o ( S5) , (16)

其中

  a
i
0 = (1 - cos XiS) / X

2
i , a

i
2 = S

2
/ X

2
i - 2(1 - cosXiS) / X

4
i ,

  a
i
1 = S/ X2i - sinXiS/ X

3
i , a

i
3 = S3/ X2i - 6S/ X4i + 6sinXiS/ X

5
i ;

  b
i
0 = sinXiS/ Xi , b

i
2 = 2( S/ X2i - sinXiS/ X

3
i ) ,

  b
i
1 = (1- cosXiS) / X

2
i , b

i
3 = 3S2/ X2i - 6(1 - cosXiS) / X

4
i# 

因此本文方法所给出的解具有四阶精度,其截断误差是 o( S
5
) ,而文献[ 1] 所介绍的中心差分

等具有二阶精度,其截断误差是 o( S3)# 

表 1 几种方法所计算的 x 1 值的比较

t k 1 $ t 2 $ t 3 $ t 4 $ t 5 $ t 6 $t 7 $ t 8 $t 9 $ t 10 $ t 11 $t 12 $ t

C 0 01030 7 01168 01487 1102 1170 2140 2191 3107 2177 2104 1102

H 0 01030 7 01167 01461 01923 1150 2111 2160 2186 2180 2140 1172

W 01006 05 01052 5 01196 01490 01952 1154 2116 2167 2192 2182 2133 1154

N 01006 73 01050 4 01189 01485 01961 1158 2123 2176 3100 2185 2128 1140

I 01002 53 01038 2 01175 8 01486 3 01996 6 11657 21338 21860 5 31051 2 21805 3 21130 3 11157 2

A 01002 51 01038 1 01175 6 01486 0 01996 4 11657 21338 21860 8 31051 7 21805 7 21130 6 11157 2

  C:中心差分法; H: Houbolt方法; W: Wilson_H法; N: Newmark法; I:本文解; A: 解析解

    图 1  各种方法结果的比较       图 2 本文解与解析解比较  

(步长 $t = 015 s)
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3  算   例

311  求解下面方程[ 1]

  
2 0

0 1

&x 1

&x 2
+

6 - 2

- 2 4

x1

x2
=

0

10
, (17)

初始条件 x 1(0) = x 2(0) = 0, Ûx 1(0) = Ûx 2(0) = 0# 文献[ 1] 用了中心差分法、Houbolt法、

Wilson_H法和 Newmark法,对于时间步长$t = 0128 s计算了该方程, 本文解与以上各种方法的

解及解析解的比较见表 1和图 1# 图 1中本文解与解析解已看不出差别,只有从表 1的数字才

能看出它们之间的差别# 对于时间步长 $t = 015 s计算了 100 s ,为了清楚,在图 2中只给了

最后 20 s的本文解和解析解的结果# 由图可见,对于大的时间步长本文解也很接近解析解,

同时也看出本文方法具有很好的稳定性# 

312  滑块的非线性运动

一质量 m、长度 l的均匀杆, 铰接一滑块上, 如下图, 滑块与刚性壁有刚度为 k 的弹簧连

接# 滑块运动方程为

&u + X
2
1u +

1
2

&HcosH- 1
2
ÛH2sinH= AcosXt ,

&H+ X22sinH+
3
2

&u cosH= 0,

(18)

其中   u = x / l , X
2
1 = k / m , X

2
2 = 3g/ 2l# 

将方程( 18)改写成

&u + X21u = X21u + q1 S f 1( u, H, Ûu , ÛH) , (19)

&H+ X22H= X22H+ q 2 S f 2( u , H, Ûu, ÛH) , (20)

  I:本文解, R: Runge_Kutta解       I: 本文解, R: Runge_Kutta解

 图 3 滑块的振动 x ( t)        图 4 杆的摆动角 H( t)

其中

  f 1( u , H) S X21u +
1
2
ÛH2sinH+ 1

4
X22sin2H- X21u +

      A#cosXt 1-
3
4
cos2H = X21u + &u , (21)

  f 2( u , H) S X22H- X22sinH-
3
2

&u cosH= X22H+ &H# (22)

可以用( 16)式求解( 19)和( 20)式# 这时其右端项 f 1( u, H, Ûu , ÛH) 和 f 2( u, H, Ûu , ÛH) 不再是 u 和H
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的线性函数而是非线性函数,求它们对时间的导数较冗繁,为了避免求导数,这时求(10) 式中

的系数 r
i
k( k = 0, 1, 2, 3; i = 1, 2) 时,可以用(13) 式,对于本算例, (14) 式中 G= 1# 取 X= X1

= 3, X2= 1,用本文方法和Runge_Kutta法分别作了计算,计算结果如图 3和图4# 计算时间步

长 S = 0101 s, 计算初始值 u = 113/ 9, H= 010, Ûu = 010, ÛH= 010,外载荷 A#cosXt ,其中 A =

113# 本算例计算了 400 s,为了显示其稳定性图中只给出了最后 100 s的结果# 

4  结   论

本文提出了求解动力学问题的一个新方法,该方法具有显式、四阶精度和自起动的优点# 

如果动力系统是集中质量,本方法将不需要形成总体质量阵和总体刚度阵# 算法简单,易于程

序编制# 算例表明,本文方法的精度均高于中心差分法、Houbolt 法、Newmark 法 和 Wilson_ H

法# 本方法适用于强非线性, 非保守系统# 
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Direct Integration Methods With Integral

Model for Dynamic Systems

LB He_xiang,  YU Hong_jie,  QIU Chun_hang

( Depa rtm ent of En gineer ing Mechan ics , Dalian Un iver sity of Technology , Dalian 116023, P R China )

Abstract: A new approach which is a direct integration method with integral model ( DIM_IM) to

solve dynamic governing equations is presented. The governing equations are integrated into the inte-

gral equations. An algorithmwith explicit and predict_correct and self_starting and four order accuracy

to integrate the integral equations is given. Theoretical analysis and numerical examples show that

DIM_IM discribed in this paper suitable for strong non_linear and non_conservative system have higher

accuracy than central difference, Houbolt, Newmark and Wilson_Theta methods.

Key words: numerical integration; step_by_step integration; non_linear; integral equation
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