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摘要 :  研究含两参数的三阶拟线性常微分方程奇摄动边值问题# 采用两阶段展开的方法, 对

E/ L2 y 0( L y 0) ; L2/ E y 0(E y 0) 和 E= L2 三种情形构造出形式渐近解, 同时利用微分不等式

方法,证明了解的存在性, 并给出余项的一致有效的估计# 
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引   言

关于二阶常微分方程的奇摄动边值问题,大量的工作是只研究含一个小参数的情形[ 1~ 4] ,

仅有少量的工作含两参数的情形
[ 5~ 8]

,至于含两参数的三阶常微分方程奇摄动边值问题
[ 9]

,则

更少见# 本文研究含两参数的三阶拟线性常微分方程奇摄动边值问题:

  Ey Ê + Lf ( x , y ) yd = g( x , y , yc, E, L) , (1)

  y (0) = a ( E, L) , yc(0) = b ( E, L) , yc(1) = c( E, L) , (2)

其中 E> 0, L> 0为小参数# 虽然小参数 E和 L都对边界层有影响,但在 E/ L2 y 0( L y 0) ,

L2
/ Ey 0( E y 0) 和 E= L2 三种不同的情形, 其影响的程度并不相同, 这就引起了构造问题

(1)、(2) 的解的渐近式的困难# 本文将采用两阶段展开的方法, 对上述的三种情形构造出解

的形式展开式, 并利用微分不等式方法, 证明了解的存在性, 同时给出余项的一致有效的估

计# 

文中恒假设以下条件成立:

( Ñ) f ( x , y ) 于[ 0, 1] @ R 上, g( x , y , yc, E, L) 于[ 0, 1] @ R
2 @ [ 0, E0] @ [ 0, L0] 上, a( E,

L) , b( E, L) 和 c( E, L) 于[ 0, E0] @ [ 0, L0] 上适当光滑,例如, N + 2次连续可微,其中 N 为任

意给定的正整数, E0、L0是两个小正数;

( Ò) 存在正数 mi ( i = 1, 2) ,使得 f ( x , y ) [ - m1,

  gy ( x , y , yc, E, L) , gyc( x , y , yc, E, L) \ m2;
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( Ó) 退化问题:

  g( x , �y , �yc, 0, 0) = 0, �y (0) = A(0, 0)

于 [ 0, 1] 上有唯一解�y ( x )# 

1  构造形式渐近解

11 E/ L2 y 0( L y 0) 的情形

为了构造( 1)、( 2)的形式渐近解,令 E= E1L
2
, 则问题(1)、(2) 化为

  E1L
2
yÊ + Lf ( x , y ) yd = G ( x , y , yc, E1, L) , (3)

  y (0) = A( E1, L) , yc(0) = B( E1, L) , yc(1) = C ( E1, L) , (4)

其中 G( x , y , yc, E1, L) = g( x , y , yc, E1 L
2
, L) , A ( E1, L) = a( E1L

2
, L) , B ( E1, L) = b( E1L

2
,

L) , C ( E1, L) = c( E1 L
2
, L) # 

先把( 3)、( 4)看成只含小参数 E1的奇摄动边值问题, 从而设想其解 y ( x , E1, L) 具有如下

形式:

  y ( x , E1, L) = �y ( x , E1, L) + E1u( t , E1, L) , (5)

其中 �y ( x , E1, L) 是外解, u( t , E1, L) 为边界层函数, t = (1- x ) / E1, 且

  �y ( x , E1, L) ~ E
N+ 2

i= 0

Ei1�y i ( x , L) , u( t , E1, L) ~ E
N+ 2

i = 0

Ei
1 ui ( t , L)# (6a, b)

把( 5)代入( 3)、( 4) ,并把 x 和t分别视为独立变量, 再考虑到 u( t , E1, L) 是边界层函数,认

为当 t y+ ] 时, u( t , E1, L) 关于 t指数式地趋于零, 从而当 E1 > 0充分小时, u (1/ E1, E1, L)

可以忽略,于是便可得到 �y ( x , E1, L) 和 u ( t , E1, L) 所满足的方程和定解条件:

  E1L
2�y Ê + Lf ( x , �y + E1u)�yd = G( x , �y , �yc, E1, L) , (7)

  �y (0, E1, L) = A( E1, L) , �yc( 0, E1, L) = B ( E1, L) , (8)

  - L
2
u
,

+ Lf (1 - E1t ,�y (1 - E1t + E1 u( t ) ) &u =

      E1[ G(1 - E1t , �y + E1u, �yc+ Ûu , E1, L) -

      G (1- E1 t , �y , �yc, E1, L) ] , (9)

    Ûu( 0, E1, L) = C ( E1, L) - �yc(1, E1, L) ,

且    u(+ ] , E1, L) = 0, Ûu(+ ] , E1, L) = 0,
(10)

其中   Ûu = du/ dt , ,# 

把( 6a)代入( 7)、( 8) ,并把右端函数按 E1幂作形式展开,比较 E1 的同次幂, 得到

  Lf ( x , �y 0)�y
d
0 = G( x , �y 0, �y

c
0, 0, L) , (11)

  Lf ( x , �y 0)�y
d
i = Gyc( x , �y 0, �y

c
0, 0, L)�yc

i + Gy ( x , �y 0, �y
c
0, 0, L)�yi + pi , (12) i

    �y i (0, L) = Ai ( L) , �yc
i (0, L) = B i ( L)   ( i = 0, 1, ,, N ) , (13) i

其中 p i 是x , �y 0, �y 1, ,, �y i- 1及其 1 ~ 3阶导数的逐步确定的函数;

  A i ( L) =
1
i !

5 i

5Ei1
A ( E1, L) | E

1
= 0# 

类似地,把( 6a, b)代入( 9)、( 10) ,可以得到:

  - L2
u
,
0 + Lf (1, �y 0(1, L) ) &u0 = 0, (14) 0

  - L
2
u
,

i + Lf (1, �y 0(1, L) ) &ui = Gyc( #) Ûu i- 1 + Gy ( #) u i- 2 + qi- 1, (14) i

    Ûu i (0, L) = C i ( L) - �yc
i (1 - L) ,

且    ui (+ ] , L) = 0, Ûu i (+ ] , L) = 0   ( i = 0, 1, ,, N + 1) ,
(15) i
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其中 ( #) = (1, �y 0(1, L) , �yc
0(1, L) , 0, L) ; qi- 1是 u0, u1, ,, u i- 1 的逐步确定的函数,

  Ci ( L) =
1
i !

5 i

5Ei1
C( E1, L) | E

1
= 0# 

对每一个 i (0 [ i [ N ) , ( 11) ~ ( 13) i都是以L为参数的奇摄动边值问题, 因此,设想其解

为如下形式;

  �y i ( x , L) = ŷ i ( x , L) + Lvi ( s, L) , (16) i

其中 s = x / L, v i ( s, L) 是边界层函数,并且

  ŷ i ( x , L) ~ E
N+ 2

j= 0

Lj ŷ i, j ( x ) , vi ( s , L) ~ E
N+ 2

j= 0

Ljv i , j ( s ) , (17a, b)

按照上面类似的做法,我们得到 ŷi , j ( x ) 和 vi , j ( s) 所满足的方程和初值条件:

  G( x , ŷ 00, ŷ
c
00, 0, 0) = 0, ŷ 00(0) = A 00, (18)

  Gyc( # #) ŷ
c
0 j + Gy (# #) ŷ 0j = p 0 j , ŷ 0j (0) = A 0j , (19) i

  Gyc( # #) ŷ
c
ij + Gy( # #) ŷij = pij , ŷij (0) = A ij , (20) i

其中 p 0j 是 x , ŷ 00( x ) , ,, ŷ 0, j- 1( x ) 的函数; pij 是 x , ŷ 00( x ) , ,, ŷ 0j ( x ) , ŷ 10( x ) , ,, ŷ i- 1, 0( x ) ,

,, ŷ i- 1, j ( x ) , ŷi 0( x ) , ,, ŷ i , j- 1( x ) 的函数, (# #) = ( x , ŷ 00, ŷ
c
00, 0, 0)# 

  f (0, ŷ 00(0) ) &v00( s ) - Gyc(0, ŷ 00(0) , ŷ
c
00(0) , 0, 0) Ûv00( s ) = 0, (21) 0

  f (0, ŷ 00(0) ) &v ij ( s) - Gyc(0, ŷ 00(0) , ŷ
c
00(0) , 0, 0)Ûv ij ( s) = Qij , (21) i

  Ûv ij (0) = B ij - ŷ
c
ij (0) 且 v ij (+ ] ) = 0, Ûv ij (+ ] ) = 0, (22) i

( i = 0, 1, ,, N; j = 0, 1, ,, N - i) ,

其中 Qij 是 s , v 00, ,, v0j , ,, vi- 1, 0, ,, v i- 1, j , vi 0, ,, v i, j- 1的逐次已知的函数,

  Bij =
1
j !

5 j

5LjB i ( L) | L= 0# 

对每个 i (0 [ i [ N + 1) , (14)0 ~ (15) i是以L为小参数的奇摄动边值问题# 但是经过

变换 t = LS, Ui ( S, L) = u ( LS, L) ,则(14)0 ~ (15) i 化为以 L为小参数的正则摄动边值问题:

  - U
,

0( S) + f (1, �y 0(1, L) ) &U0( t ) = 0, (23) 0

  - U
,

i ( S) + f (1, �y 0(1, L) ) &Ui ( S) = Gyc( #) ÛUi- 2( S) + Gy( #) Ui- 3( S) + Qi- 2, (23) i

    ÛUi (0, L) = L[ Ci ( L) - �yc
i (1, L) ] ,

且    Ui (+ ] , L) = 0, ÛUi (+ ] , L) = 0   ( i = 0, 1, ,, N + 1)# 
(24) i

于是设其解为

  Ui ( S, L) = Ui0( S) + LUi 1( S) + L2
Ui 2( S) + ,# (25) i

将(25) i代入(23) 0 ~ (24) i , 并把右端函数按 L的幂作形式展开,比较 L的同次幂,得到:

U
,

0j ( S) - f (1, ŷ 00(1) ) &U0j ( S) = 0   ( j = 0, 1, ,, N + 1) , (26) 0

U
,

ij ( S) - f (1, ŷ 00(1) ) &Uij ( S) = Gyc( ~ ) ÛUi- 2, j ( S) - Gy( ~ ) Ui- 3, j ( S) + Qi- 2, j , (26) i

ÛUij (0) = Ci , j- 1 - ŷ
c
i, j- 1(1) 且 Uij (+ ] ) = 0, ÛUij (+ ] ) = 0, (27) i

( i = 0, 1, ,, N + 1; j = 0, 1, ,, N - i + 1; ( ~ ) = (1, ŷ 00( 1) , ŷ
c
00(1) , 0, 0) )# 

有了上面的递推方程和初值条件, 我们可逐次地求得外解 ŷ ij ( x ) 和边界层函数 v ij ( s) 和

Uij ( S) ,例如, 根据假设条件( Ó) 知, (18)式有解 ŷ 00( x ) ,而(19) i ~ (20) i是一阶线性非齐次方

程初值问题,由假设条件( Ñ )、( Ò) 可逐次求得其解 ŷ ij ( x ) I C
3
[ 0, 1]# 又根据条件( Ò) 知,
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(21)0 有一个负的特征根 K= Gyc(0, ŷ 00(0) , ŷ
c
00(0) , 0, 0) / f ( 1, ŷ 00(0) ) S- D0 < 0, 故(21) 0 ~

(22)0 有一个指数式衰减的解 v00( s) ,且 | v00( s ) | [ M0e
- D

0
s
, M0 > 0# 根据 Qij 的结构知,存

在 M1 > 0, D1 > 0,使得 | Q ij | [ M1e
- D

1
s
,再由常系数二阶线性非齐次方程解的结构表达式又

可逐次地求得 v ij ( s) ,且 | v ij ( s) | [ M ie
- D

i
s
, M i > 0, Di > 0# 类似地, (26) 0 有一个负的特征

根 K= f (1, ŷ 00(1) ) [ - m1 < 0,而(26) i右端是指数式衰减的函数# 因此,又可逐次地求出指

数式衰减的函数 Uij ( S) ,且 | Uij ( S) | [ ki e
- R

i
S
, ki > 0, Ri > 0, i = 0, 1, ,, N + 1, j = 0, 1, ,,

N - i + 1# 

下面利用微分不等式方法对余项进行估计# 令

YN ( x , E1, L) = E
N

i= 0
E

i

j= 0
ŷ i- j , j ( x ) + Lv i- j, j

x
L

+ E1 Ui- j , j
1 - x
E1L

E
i- j
1 L

j
,

其中 ŷ ij ( x ) 为外解, v ij ( s )、Uij ( S) 为边界层函数, 已由上述确定# 根据 YN ( x , E1, L) 的定义

知,存在 R 0 > | AN+ 1- j, j | + | BN+ 1- j, j | + | CN+ 1- j, j | ,使得当 E1 > 0, L> 0充分小时,有

| E1L
2
Y
Ê
N + Lf ( x , YN ) Y

d
N - G( x , YN , Y

c
N , E1, L) | [ R0 E

N+ 1

j = 0
E
N+ 1- j
1 L

j # 

现构造上下解函数: 令

A( x , E1, L) = YN ( x , E1, L) -
R0

m 2
E
N+ 1

j = 0
E
N+ 1- j
1 L

j
,

B( x , E1, L) = YN ( x , E1, L) +
R0

m2
E
N+ 1

j= 0
E

N+ 1- j
1 L

j
,

则有 A( x , E1, L) [ B( x , E1, L) , Ac( x , E1, L) = Bc( x , E1, L) ,并且当 E1 > 0, L> 0充分小时有

E1 L
2
BÊ + Lf ( x , B) Bd- G( x , B, Bc, E1, L) =

    E1 L2( B- YN )Ê + Lf ( x , YN ) ( B- YN )d+ E1 L
2
Y

Ê
N +

    Lf ( x , YN ) Y
d
N - G ( x , B, Bc, E1, L) + G ( x , B, Y

c
N , E1, L) -

    G ( x , B, Y
c
N , E1, L) + G ( x , YN , Y

c
N , E1, L) - G( x , YN , Y

c
N , E1, L) =

    E1 L2( B- YN )Ê + Lf ( x , YN ) ( B- YN )d-

    Q
1

0
Gyc( x , B, Y

c
N + H( Bc- Y

c
N ) , E1, L)dH( Bc- Y

c
N ) -

    Q
1

0
Gy ( x , YN + H( B- YN ) , Y

c
N , E1, L)dH( B- YN ) +

    [ E1 L
2
Y

Ê
N + Lf ( x , YN ) Y

d
N - G ( x , YN , Y

c
N , E1, L) ] [

    - E1 L
2
( B- YN )Ê - Lm1( B- YN )d- m2( B- YN )c-

    m2( B- YN ) + R0 E
N+ 1

j = 0

En+ 1- j
1 Lj

= 0,

同理有

  E1L
2AÊ + Lf ( x , A) Ad- G ( x , A, Ac, E1, L) \ 0,

此外,易证当 E1 > 0, L> 0充分小时,还有

  A(0, E1, L) [ A ( E1, L) [ B(0, E1, L) ,

  Ac(0, E1, L) [ B ( E1, L) [ Bc(0, E1, L) ,

  Ac(1, E1, L) [ C ( E1, L) [ Bc(1, E1, L)# 

于是根据微分不等式定理[ 10]知,当 E1 > 0, L> 0充分小时边值问题(3)、(4) 有解 y ( x , E1, L)
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满足不等式 A( x , E1, L) [ y ( x , E1, L) [ B( x , E1, L)# 由此得估计式:

  | y ( x , E1, L) - YN ( x , E1, L) | [
R 0

m2
E
N+ 1

j= 0
E

N+ 1- j
1 L

j # (28)

综上所述,我们有如下定理# 

定理 1  假设条件( Ñ) ~ ( Ó)成立,则对于充分小的 E1 > 0, L> 0, 边值问题(3)、(4) 有唯

一解 y ( x , E1, L) ,满足估计式(28)# 

21 L2/ E y 0( Ey 0) 的情形

令 L
2

= EE1, E2 = E, E3 = E1,则问题(1)、( 2) 化为:

  E
2
2yÊ + E2E3f ( x , y ) yd = �G ( x , y , yc, E2, E3) , (29)

  y (0) = �A ( E2, E3) , yc(0) = �B ( E2, E3) , yc(1) = �C ( E2, E3) , (30)

其中 �G( x , y , yc, E2, E3) = g ( x , y , yc, E22, E2E3) , �A ( E2, E3) = a( E22, E2E3) , �B ( E2, E3) = b( E22,

E2E3) , �C ( E2, E3) = c( E22, E2E3)# 

先把( 29)、( 30)视为 E3 引起的正则摄动问题,并设想其解为

  y ( x , E2, E3) = y0( x , E2) + E3y 1( x , E2) + E23y 2( x , E2) + ,# (31)

把( 31)代入( 29) ~ ( 30) ,并把右端函数按 E3的幂作形式展开,然后令两端 E3 的同次幂的系数

相等,则得 yi ( x , E2) 所满足的方程和边界条件:

  E22y
Ê
0 = �G ( x , y 0, y

c
0, E2, 0) , (32)

  E22y
Ê
i + E2f ( x , y ) y

d
i- 1 = Gyc( #) y

c
i + Gy( #) yi + p i     ( i = 1, 2, ,, N ) , (33)

  y i (0, E2) = �A ( E2) , y
c
i (0) = �B i ( E2) , y

c
i (1) = �C i ( E2)   ( i = 0, 1, ,, N ) , (34) i

其中 p i 是x , y 0, ,, yi- 1和 E2的函数;

  �A i ( E2) =
1
i !

5 i

5Ei
3
A ( E2, E3) | E

3
= 0;

  �B i ( E2) , �C i ( E2) 的表达式类同, ( #) = ( x , y 0, y
c
0, E2, 0) # 

对于每一个 i (0 [ i [ N) , (32) ~ (34) i 是以E2 为小参数的奇摄动边值问题, 故设其解

yi ( x , E2) 具有如下形式:

  y i ( x , E2) = ŷ i ( x , E2) + E2u i ( t , E2) + E2 vi ( s , E2) + ,, (35)

其中 t = x / E2, s = (1- x ) / E2; ui ( t , E2) 和 v i ( s , E2) 分别为 x = 0和 x = 1处的边界层函数,

并且

  

ŷ i ( x , E2) ~ E
N+ 2

j = 0

Ej2ŷ ij ( x ) , ui ( t , E2) ~ E
N+ 2

j= 0

Ej2 uij ( t ) ,

vi ( s , E2) ~ E
N+ 2

j= 0

Ej2vij ( s )# 

(35) i

类似于前面的做法,把( 35)、(35) i代入(32) ~ ( 34) i ,并顾及 ui ( t , E2)、vi ( s, E2) 是边界层

函数,当 t y+ ] , s y+ ] 时, ui关于t , vi关于s 是指数式地趋于零;从而当 E2 > 0充分小时,

u i (1/ E2, E2) , vi (1/ E2, E2) 可以忽略,于是可得 ŷ ij ( x ) , uij ( t ) 和 v ij ( s) 所满足的方程和边界条

件:

G ( x , ŷ 00( x ) , ŷ
c
00( x ) , 0, 0) = 0, (36) 0

Gyc( ##) ŷ
c
0 j ( x ) + Gy( ##) ŷ 0 j ( x ) = ŷ

Ê
0, j- 2 + �p 0j ,

Gyc( ##) ŷ
c
ij ( x ) + Gy( ##) ŷ ij ( x ) = ŷ

Ê
i , j- 2( x ) + f ( x , ŷ (00) ( x ) ) ŷ i- 1, j- 1( x ) + �p ij ,

(36) i
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  ŷ ij (0) = �A ij   ( i = 0, 1, ,, N , j = 0, 1, ,, N - i ) , (37) i

其中 �p 0j , �p ij 分 别 是 x , ŷ 00( x ) , ,, ŷ 0, j- 1( x ) 和 x , ŷ 00( x ) , ,, ŷ 0j ( x ) , ,, ŷ i- 1, 0( x ) , ,,

ŷ i- 1, j ( x ) , ŷ i0( x ) , ,, ŷi , j- 1( x ) 的函数# 
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c
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( i = 0, 1, ,, N ; j = 0, 1, ,, N - i) , (39) i

其中 �qij , �B ij 与�p ij , �A ij 类同# ( ,) = (0, ŷ 00(0) , ŷ
c
00(0) + Hu

c
00(0) , 0, 0)# 
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且    vij (+ ] ) = 0, v
c
ij (+ ] ) = 0   ( i = 0, 1, ,, N ; j = 0, 1, ,, N - i ) ,

(40) i

其中�r ij 与�qij 类似; ( ~ ) = (1, ŷ 00(1) , ŷ
c
00(1) + Hvc

00(0) , 0, 0)# 

类似于前面的做法, 根据假设条件( Ñ ) ~ ( Ó)可逐次地由一阶线性方程初值问题( 36) 0

~ (37) i 解出ŷ ij ( x ) I C
3
[ 0, 1]# 又因(38) 0有一个负的特征根 K= - Gyc( ,) ,因此, (38) 0 ~

(39)0 有一个指数式衰减的解 u00( t )# 由 �qij 的结构知它也是指数式衰减的函数, 因此, 由

(38) i、(39) i 可逐次地求得指数式衰减的函数uij ( t )# 类似地,可从(40) 0 ~ (40) i 逐次地求得

指数式衰减的函数 vij ( s) # 类似于定理 1的证明,我们有下列定理# 

定理 2  假设条件( Ñ ) ~ ( Ó)成立,则对充分小的 E2 > 0、E3 > 0, 边值问题(29)、(30) 有

解 y ( x , E2, E3) 满足估计式:

  | y ( x , E2, E3) - YN ( x , E2, E3) | [ M E
N+ 1

j= 0

EN+ 1- j
2 Ej3 ,

其中   YN ( x , E2, E3) = E
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3,

ŷ ij ( x ) 为外解, uij ( t )、v ij ( s ) 为边界层函数, M > 0为常数# 

31 E= L2的情形

当 E= L
2
时,问题( 1)、(2) 化为

  L2y Ê + Lf ( x , y ) yd = �G ( x , y , yc, L) , (41)

  y (0) = �A ( L) , yc(0) = �B ( L) , yc(1) = �C( L) , (42)

其中 �G( x , y , yc, L) = g ( x , y , yc, L
2
, L) , �A ( L) = a( L

2
, L) , �B ( L) = b( L

2
, L) , �C ( L) =

c( L2
, L)# 

( 41)、( 42)是单参数奇摄动问题, 因此按通常边界层函数展开法就可得下面的定理# 

定理 3  假设条件( Ñ) ~ ( Ó)成立,则当 L> 0充分小时, 边值问题(41)、(42) 有一个解

y ( x , L) 满足估计式

  | y ( x , L) - �YN ( x , L) | [ �MLN+ 1
,

其中 �M 是与 L无关的正数,

  �YN ( x , L) = E
N

i= 0

[�yi ( x ) + Lui ( x / L) + Lv i ( (1- x ) / L) ] Li
,
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而�yi ( x ) 为外解, u i ( x / L) 和 vi ( (1- x ) / L) 分别为在 x = 0和 x = 1处的边界层函数# 
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Singular Perturbation of Boundary Value Problem for

Quasilinear Third Order Ordinary Differential

Equations Involving Two Small Parameters

LIN Su_rong1,  TIAN Gen_bao2,  LIN Zong_chi3

( 11Mathem atical Sect ion , Fujian Broadca stin g TV Univer sity , Fu zhou 350003, P R China ;

21Depar tm ent of Mathem atics , Shanghai Ra ilr oad Un iver sity , Shan gha i 200333, P R China ;

31Depar tm ent of Ma them atics , Fujian Norma l Univ er sity , Fuzhou 350007, P R China )

Abstract: The singularly perturbed boundary value problem for quasilinear third order ordinary differ-

ential equation involving two small parameters has been considered. For the three cases E/ L2 y 0( L

y 0) , L2 /E y 0( Ey 0) andE= L2 , the formal asymptotic solutions are constructed by the method of

two steps expansions and the existences of solution are proved by using the differential inequality

method. In addition, the uniformly valid estimations of the remainder term are given as well.
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