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摘要:  基于大挠度薄壳的 KÀrmÀn_Donnell理论和各向同性线粘弹性材料的 Boltzmann 定律, 首先

推导了浅壳的本构方程, 然后利用与建立弹性薄板 KÀrmÀn 方程类似的过程, 得到了关于挠度和

应力函数的控制方程# 在合适的假设下, 一种近似理论被用来分析轴压作用下粘弹性柱壳的力学

行为# 最后, 利用各种数值方法考察了粘弹性柱壳的动力学行为, 发现了超混沌、混沌、奇怪吸引

子和极限环等多种动力学性质
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引   言

由于粘弹性结构被广泛地用于各种工程中,粘弹性理论及其应用正逐渐成为一个具有吸

引力的研究领域# 但是就我们所知, 有关粘弹性壳体动力学行为的研究还很少报道, 迄今为

止,大部分工作是讨论粘弹性壳体的稳定性# Potapov( 1978) [ 1]研究了受压粘弹性正交壳体的

稳定性# Minakova和Timakov( 1978) [ 2]研究了在依赖于时间的均匀外压作用下分段均质粘弹性

壳体的轴对称稳定性# Drozdov( 1993)
[ 3]
讨论了周期载荷和随机载荷作用下粘弹性壳体的稳定

性# Brotskaya( 1995) [ 4]提供了非对称粘弹性壳体的稳定性数学模型# 丁睿( 1997) [ 5]讨论了小

挠度粘弹性壳体的动力学行为,得到了一些有意义的结果# 

本文将基于 KÀrmÀn_Donnell薄壳理论的基本假设和各向同性线粘弹性材料的 Boltzmann定

律,首先借助于 Laplace变换及其反变换技术,得到了浅壳的本构方程# 然后利用与建立弹性

薄板KÀrmÀn方程[ 6]同样的过程[ 7, 8, 9] , 推导了以挠度和应力函数为未知量的数学模型# 在合

适的假设下,建立了轴压作用下粘弹性圆柱壳的一种近似理论, 它们是一组非线性积分_偏微

分方程# 为了求解给定的初边值问题,我们首先对这个问题在空域上使用了 Galerkin 方法,并

在时域上利用 Leibnitz法则得到了一个 4阶非线性非自治常微分方程的初值问题# 然后, 利用

动力学中的各种方法,如时程曲线、功率谱、相图、Poincar�映射、Liapunov 指数谱和 Liapunov 维

数等,详细研究了轴向载荷 K( t ) = K0cos( Ht ) 作用粘弹性圆柱壳的动力学行为# 对于给定的
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材料和几何参数,发现了超混沌、混沌、奇怪吸引子和极限环等动力学性质# 这些性质对于工

程设计是非常重要的# 

1  公   式

为了描述浅壳,建立了直角坐标系 x 1, x2, x 3# 壳体的位移 ui、应变EAB、内力MAB和QA可以

被看成是 x 1, x 2
[ 10] 和时间 t 的函数# 今后, Lat in下标表示 1, 2, 3, Greek下标表示1, 2# 

基于 KÀrmÀn_Donnell 大挠度壳体理论的基本假设和各向同性线粘性材料的 Boltzmann定

律,利用Laplace变换及其反变换技术,不难得到浅壳的本构方程为

RAB = G1 ª EAB+ DABG3 ª ECC, (1a)

EAB= J 1 ª RAB+ [ ( J 2- J 1) / 3] DAB ª RCC, (1b)

G3 = G 1 ª L
- 1
[ (�G 2( s) - �G 1( s ) ) / ( s(2�G s( s ) + �G 2( s) ) ) ] , (1c)

其中, GA( t ) 和 JA( t ) 分别是材料的松弛和蠕变函数, G3( t ) 是所谓的/结构函数0 [ 7, 8, 9]
L
- 1表

示Laplace变换 L 的逆变换, 符号 ª 表示 Boltzmann算子, 其定义为

g ( t ) ª u ( t ) = g (0) u( t ) + Q
]

0
u( S)

dg ( t - S)
d( t - S)

dS = g(0) u( t ) + Ûg ( t )* u ( t )# (2)

由浅壳的基本假设, 我们有下面的几何关系

EAB= Ec
AB+ EdAB, (3a)

E
c
AB= ( uA, B+ uB, A+ u3, Au3, B) / 2- ( kAB+ kBA) u3/ 2,  Ed

AB = - x 3u3, AB, (3b)

这里 kAB是初始曲率, k12 = 0# 由(3) ,我们可以得到协调方程

Ec
11, 22+ Ec32, 11- 2Ec12, 12 = ( u3, 12)

2
- u3, 11u3, 22- k 11u3, 22- k 22u3, 11, (4)

引进内力 NAB、QA和内力矩MAB,即

NAB = Q
h/ 2

- h/ 2
RABdx 3,  QA = Q

h/ 2

- h/ 2
RA3dx3,  MAB = Q

h/ 2

- h/ 2
RABx 3dx 3,

则可推得下面的平衡运动方程

NAB, B = 0, (5a)

QA, A+ NAB( u3, AB+ kAB) + q = Qhu3, tt , (5b)

其中 q 是给定的法向力, Q是密度, h 是厚度# 

由( 5a)引进应力函数 F( xA, t ) ,并使下式成立

N 11 = hF , 22,   N22 = hF , 11,   N12 = N21 = - hF , 12# (6)

然后由方程( 1) ( 3) ~ ( 5)和 Poisson比 M( t ) = const ,可以得到粘弹性浅壳的控制方程

Qhw , tt + D ª ( ¨4
w ) - h[ w , F ] -

  q - h( k 11F , yy + k 22F , xx ) = 0,

¨4
F + E ª [ w , w] / 2+ ( k11w , yy + k22w , xx) = 0

(7)

                ( xA, t ) I 8 @ ( 0, T ) ,

这里我们已令 x = x 1, y = x 2, w = u3, D =
E ( t ) h

3

12(1- M2)
, E( t ) 是拉伸松弛函数, [ w, F ] S

w , xxF , yy - 2w , xyF , x y + w , yyF , xx# 令 R和L 分别是柱壳的半径和长度,并注意到 k11 = 0, k22=

1/ R ,在 q = 0的情况下,我们有柱壳的控制方程

Qhw , tt + D ª ( ¨4
w ) - h[ w , F ] - hF , xx / R = 0

¨4
F + E ª [ w , w] / 2+ w , xx / R = 0

 ( xA, t ) I 8 @ (0, T )# (8)
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考虑如下边界条件和封闭条件

w = 0,  Mxx = 0   (对于 x = 0, L ) , (9a, b)

Q
2PR

0
N xxdy = hQ

2PR

0
F , yy dy = - 2PhRP  (对于 x = 0, L ) ,

Q
2PR

0
(N xy + Mxy / R )dy = - Q

2PR

0
[ hF , x y + (1 - M) D ª w , xy / R] dy = 0,

(9c, d)

和

Q
2PR

0
v , y dy = 0ZQ

2PR

0
[ F , xx - vF , yy + E ª ( w/ R - w

2
, y / 2) ] dy = 0, (9e)

这里 P 是给定的轴向压力# 

假设给定如下初始条件

w ( t) = F ( t ) = 0   ( xA¢ , t ) I 8 @ (- ] , 0) ,

w | t= 0 = w 0, Ûw | t= 0 = Ûw 0   ( xA, t ) I �8 @ t = 0,
(10a, b)

这里 w 0和 Ûw 0 是 t = 0时已知的位移和速度# 

引进量纲为一的变量和参数

N= x / R , G= y / r , l = L/ R , c = [ 12(1- M2
) ]

1/ 2
, B= cR / h, W = cw / h,

f = c
2
F/ (E (0) h

2
) ,  K

2
= B

2
P/ E (0) ,  m = QB

2
V

2
c/ E (0) ,  S = tVc/ b,

Sc = TVc / b , W
0
= cw0/ h, ÛW0 = BÛw 0/ Vc , e( S) = D( S) / D(0) = E ( S) / E (0) ,

(11)

这里 Vc 和 b 是特征速度和长度# 经过一些计算,方程(8) 和条件(9) (10) 变为

mW , tt + e ª ( ¨4
W) - [ W, f ] - Bf , xx = 0

¨4
f + e ª [ w , w ] / 2 + BW , xx = 0

 ( xA, t ) I 8 @ ( 0, T ) ,
( 12a)

( 12b)

W = ¨2
W = 0

Q
2P

0
f , xy dy = - 2PK,  Q

2P

0
[ f , x y + (1 - M) B- 1

e ª W , xy ] dy = 0
(对于 x = 0, l ) ,

(13)

(14)

Q
2P

0
f , xx - Mf , yy + e ª ( BW- W

2
, y / 2) ] dy = 0, (15)

W( t ) = f ( t ) = 0   ( xA, t ) I 8 @ (- ] , 0) ,

W | t= 0 = W0,  ÛW | t= 0 = ÛW0( xA, t ) I �8 @ t = 0# 

(16)

(17)

这里 ( x , y , t , T ) S ( N, G, S, Sc) 和 �8 S ( x , y ) S ( N, G) | 0 [ x [ ; , 0 [ y [ 2P # 

2  解   法

令 W( x , y , t ) 为

W( x , y , t ) = u ( t ) sin(Px / l ) sin( ny )   ( n \ 4) , (18)

显然边界条件( 13)自动满足# 代( 18)入( 12b)和( 14) ,不难得到应力函数为

f = e ª [ A 1cos(Px / l ) + A 2cos(2Py ) + A 3sin(Px / l ) sin( ny ) ] - Ky 2
/ 2, (19)

其中,

A 1 =
( nul)

2

32P2 ,  A 2 =
(Pu)

2

32( nl ) 2,  A 3 =
BuP

2

[ (P/ l ) 2
+ n

2
]

2
l

2# 
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假设材料函数 e( t ) 满足条件

e( t ) = e0+ e1exp(- At ) ,

Ûe ( t - S) = - e1exp(- At ) # Aexp( AS) = - W1( t ) # W2( S) ,
(20)

代( 18)、( 19)、( 20)入( 12a)和( 15) ,可得 1阶 Galerkin近似方程

Q
l

0Q
2P

0 Q
2P

0
[ f , xx - Mf , yy + e ª ( BW - W

2
, y / 2) ] dy sin(Px / l ) sin( ny )dxdy = 0, (21a)

m&u + Ce ª u + Bu( e ª u
2
) - KDu = 0, ( 21b)

这里,

C = [ n
2
+ (P/ l ) 2

]
2
+ B2(P/ l ) 4

[ n
2
+ (P/ l ) 2

]
- 2
, B = [ n

4
+ (P/ l ) 4

] / 16, D = (P/ l ) 2# 

通过 Leibnitz法则, ( 21b)可变为一个 4阶的非线性常微分方程

g4
d

4
u

dt 4
+ g3

d
3
u

dt3
+ g2

d
2
u

dt 2
+ g1

du
dt

= 0, (22a)

这里,

g4 = mÛu , g3 = - m( &u - 2AÛu) ,

g2 = - mA( &u - AÛu) + ae0u( C + Bu
2
) + D( ÛK+ AK) u,

g1 = [ CA(2- e1) + 2Bu (3Ûu + 3Au - 2Ae1u) - 2D( ÛK+ AK) ] Ûu +

  A2
e0u( C + Bu

2
) - D(&K+ 2AÛK+ A2K) u# 

( 22b)

显见方程( 22)是一个非线性非自治微分方程组, 其相应的自治系统为

ÛY = F( Y) ,  Y = y 0, y1, y2, y 3, y 4
T
, (23a)

这里,

y 0 = t ,  y 1 = u,  y 2 = Ûu ,  y 3 = &u ,  y 4 = u
,
,

F0 = 1,  F1 = y 2,  F2 = y 3,  F3 = y 4,

F4 = y 4( y
- 1
2 y 3- 2A) + Ay 3( y

- 1
2 y 3- A) +

  m
- 1
y
- 1
2 y 3[ Ae0y 1( C + By

2
1) - D(ÛK+ AK) y 1] -

  m
- 1 y 2[ CA(2 - e1) + 2By1(3y2 + 3Ay 1- 2e1Ay 1) - 2D( ÛK+ AK) ] +

  A2
e0y 1( C + By

2
1) - D( &K+ 2AÛK+ A2K) y1 # 

( 23b)

令位移 W0和速度 ÛW0的形式与(18) 类似,则初始条件为

y 0(0) = 0,  y 1(0) = u0,  y2(0) = Ûu0,

y 3(0) = - m
- 1
y 1(0) [ C + By

2
1(0) ] + m

- 1 K(0) y 1(0) ,

y 4(0) = - Ay 3(0) + m
- 1
D [ÛK(0) y 1(0) + K(0) y 2(0) + AK(0) y 1(0) ] -

   m
- 1
C [ y 2(0) + Ae0y 1(0) ] - m

- 1
By

2
1(0) [ 3y2(0) + Ae0y 1(0) ]# 

(24)

方程( 23)的线性化系统为

ÛX = GX,  X = x 0, x 1, x 2, x 3, x 4
T
, (25)

其中, G 是 5阶方阵,其非零元素为
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G12 = G23 = G34 = 1,

G40 = - m
- 1
D( &K+ AK) ( y 1y

- 1
2 y 3- 2y 2) + m

- 1
D( K

,
+ 2A&K+ A

2
K) ,

G41 = m
- 1
Ae0( y

- 1
2 y 3- A) ( C + 3By

2
1) - 2m

- 1
By 2(3y 2+ 6Ay 1- 4Ae1y 1) -

  m
- 1
Dy

- 1
2 y 3( ÛK+ AK) + m

- 1
D( &K+ 2AÛK+ A

2
K) ,

G42 = - y
- 1
2 y 3( y 4+ Ay 3) + m

- 1
y
- 2
2 y 3[- Aey1( C + By 21) + D(ÛK+ AK) y 1] -

  m
- 1
[ CA(2 - e1) + 2By1(6y2+ 3Ay 1- 2Ae1y 1) - 2D( ÛK+ AK) ] ,

G43 = y
- 1
2 ( y4 + 2Ay 3) - A2

+ m
- 1
y
- 1
2 [ Ae0y 1( C + By 21) - Dy 1( ÛK+ AK) ] ,

G44 = y
- 1
2 y 3- 2A,

(26)

这里, yi 是初值问题(23) , (24) 的解# 因此,问题最终归结为求解边值问题(23) (24)# 

3  数值结果和讨论

令 K( t ) = K0( cosHt ) , TH = 2P/ H, 并取参数 u0 = 0, Ûu0 = 1, l = 1, m = 100, e0 = 011, e1

= 019, H= 1, K0 = 100和 n = 4,然后利用各种动力学方法我们可以获得轴压周期载荷作用下

柱壳的动力学行为# 首先对( 23) ( 24)使用变步长 Runge_Kutta_Merson方法, 可得到 y 1( t ) 的时

程曲线、连续的相平面描述( y1, y 2) 和Poincare映射# 然后利用Origin软件中FFT 功能,获得了

( a) 时程曲线                   ( b) 功率谱

( c) 相平面                   ( d) Pioncar�映射

图 1  ( A, B) = ( 01001, 10)
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y1( t ) 的功率谱# 最后采用 Gram_Schmit正交化方法[ 11] ,计算了系统的 Liapunov 指数 Ri , 并将

结果列于表 1中,其中 R0 \ R1 \ , \ R4# 由表 1可见, 在所有算例中 �+ = E Ri < 0, 这表

明系统是耗散的# 对于给定的参数表 1中也给出了 Liapunov 维数,这里 DL 的定义为
[ 12]

DL = K + ( E
K

i= 1
Ri ) / | Rk+ 1 | ,

K 是使E
K

i= 1
Ri \ 0成立的最大正整数# 图 1~ 3中分别示出了给定参数下的各种动力学图# 

当 ( A, B) = (01001, 10) 时,由图1可见, 时程曲线不规则,功率谱连续宽频,相轨有伸展和

折叠, Poincar�映射上的点集有类似 Cantor 集的性质, 其形状象个蝴蝶# 因此, 此时系统是不

稳定的,而且表 1中的定性指标表明系统具有一个 Liapunov指数谱类型为( + , + , 0, - , - )的

超混沌奇怪吸引子# 

( a) 时程曲线                     ( b) 功率谱

( c) 相平面                   ( d) Pioncar�映射

图 2  ( A, B) = ( 01001, 100)

图 2表明,当 ( A, B) = (01001, 100) 时,系统是不稳定的, 但是其 Liapunov 指数谱类型为

(+ , 0, 0, 0, - ) ,此时系统具有混沌的奇怪吸引子# 显然,当( A, B) = (01001, 10) 时,系统的混

沌程度要比当( A, B) = (01001, 10) 时的强# 

当 ( A, B) = ( 10, 10) 时,图3中的时程曲线规则,功率谱仅在一些离散的点上出现峰值,轨

线是封闭的, Poincar�映射上的点集仅有两个孤立的点# 所以此时系统有稳定的周期为2TH的

周期运动,而且定性指标表明系统有一个Liapunov 指数谱类型为( 0, - , - , - , - )的极限环# 
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   表 1 一些定性指标

A B Liapunov 指数谱 �+ DL 状态

01001

10 ( 1146, 0121, 0, - 0122, - 1146) - 010007 41993
超混沌,不稳定

奇怪吸引子

100 ( 1131, 0, 0, 0, - 1132) - 010106 41992
混沌,不稳定

奇怪吸引子

10

10 ( 0, - 0149, - 2153, - 7120, - 9178) - 201004 1
极限环,稳定

周期吸引子

100 ( 0, - 0124, - 3108, - 6196, - 1136) - 2010019 1
极限环,稳定

周期吸引子_ 2T H

( a) 时程曲线                   ( b) 功率谱

( c) 相平面                ( d) Pioncare映射

图 3  ( A, B) = (10, 10)

总之,轴向周期激励下的粘弹性柱壳具有丰富的动力学行为,例如, 超混沌、混沌、奇怪吸

引子和极限环等# 参数 A和 B的增加有助于提高系统的稳定性# 
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Dynamical Behavior of Viscoelastic Cylindrical

Shells Under Axial Pressures

CHENG Chang_jun,  ZHANG Neng_hui

( Shanghai In stitute of Applied Ma them atics and Mechanics ; Depar tment

of M echanics , Shangha i Univ er sity , Shan gha i 200072, P R China )

Abstract: The hypotheses of the KÀrmÀn_Donnell theory of thin shells with large deflections and the

Boltzmann laws for isotropic linear, viscoelastic materials, the constitutive equations of shallow shells

are first derived. Then the governing equations for the deflection and stress function are formulated by

using the procedure similar to establishing the KÀrmÀn equations of elastic thin plates. Introducing

proper assumptions, an approximate theory for viscoelastic cylindrical shells under axial pressures can

be obtained. Finally, the dynamical behavior is studied in detail by using several numerical methods.

Dynamical properties, such as, hyperchaos, chaos, strange attractor, limit cycle etc. , are discov-

ered.

Key words: KÀrmÀn_Donnell theory; viscoelastic cylindrical shell; chaos; hyperchaos; strange at-

tractor; limit cycle
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