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摘要:  应用 Stroh 理论, 研究了两压电介质之间的刚性介电线夹杂问题# 首先该问题被化为

Hilbert问题, 然后分别给出了压电介质内的复势函数解、夹杂内的电场解和夹杂尖端场的解析表达

式# 结果表明,在夹杂尖端附近, 所有的场变量均呈现奇异性和振荡性, 且其强度取决于介质的材

料常数和无限场远处的应变# 此外,结果还表明 ,当从夹杂内部趋近夹杂尖端时,夹杂内的电场也

呈现奇异性和振荡性# 
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中图分类号:  O34611   文献标识码:  A

引   言

众所周知, 大部分材料都含有夹杂# 夹杂的存在扰动了基体内的场变量,从而降低工程结

构的承载能力# 因此,研究基体内由夹杂引起的局部场非常重要# 在不同种类的夹杂中,扁平

尖硬夹杂对基体的危害性最大# 为了数学处理方便,这种夹杂常被建模为/刚性线0(有时又称

为硬裂纹或反裂纹)# 与裂纹问题类似, 在过去几十年中,刚性线问题已引起了人们的广泛关

注# 对于纯弹性介质的情形, 文献[ 1~ 8]分别研究了一均匀无限介质内的刚性线问题;而文献

[ 9~ 12]给出了两不同介质之间的界面刚性夹杂问题# 可是, 据我们所知, 对于压电介质内的

刚性线夹杂问题, 目前的研究还相对较少# 最近, Liang 等人
[ 13]
和 Chen

[ 14]
分别研究了含刚性

线夹杂电介质的平面问题和反平面问题# 不久前, Deng 和Meguid[ 15]研究了位于两压电体之间

的刚性线夹杂问题# 但是,在该研究中,夹杂被假设为一导体,从而简化了分析过程,因为此时

夹杂内部的电场可认为零# 事实上,在电子封装和智能复合材料的制做过程中,所产生的界面

夹杂通常为电介质# 

本文研究位于两半无限压电介质之间介电线夹杂问题# 整个内容由五节组成, 在此简短

引言后,第一节概述了本文将要应用的 Stroh公式,然后在第二节给出了介质内的复势和夹杂

内的电场解;夹杂附近的尖端场解在第三节给出; 最后,对全文做了总结# 
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1  Stroh公式

考虑一位于笛卡尔坐标系 xj ( j = 1, 2, 3) 内的压电体,假设其位移 uj 和电势 U仅取决于x 1

和 x 2,则此广义二维问题的一般解可表示为
[ 16]

:

  u = Af ( z ) + �Af ( z ) ,  < = Bf ( z ) + �B f ( z ) , (1)

其中, u 和<分别表示广义位移函数矢量和广义应力函数矢量; A和B为常数矩阵; f ( z ) 为待

定复矢量, / ) 0表示取共轭# 

一旦根据给定的边界条件确定 f ( z ) 之后,应力 Rjl、电位移 Dl 和电场分量E l 可分别表示

为:

  Rj 1 = - <j , 2,  Rj2 = <j , 1  ( j = 1, 2, 3) , (2)

  D1 = - <4, 2,  D2 = <4, 1,  E1 = - u4, 1,  E2 = - u4, 2, (3)

其中,逗号表示偏微分# 

应指出的是, Suo的一元复变量法[ 17]在本文被采用,确定 f ( z ) 之后, 在计算场变量时,应

将 f ( z ) 中的分量函数的变量依次用 z 1, z 2, z 3或 z 4来代替,这里, zA = x 1+ pAx 2( A= 1 ~ 4) ,

pA为复参数
[ 16]# 

2  复   势

考虑两个不同材料的半无限压电介质, 一个位于上半空间 S
+
, 另一位于下半空间 S

-
, 二

者之间存在一条介电线夹杂, 如图 1所示# 假设夹杂为刚性的,所占区域为- a < x 1 < a和

- ] < x 3 < + ] ;同时假设上、下两压电介质分别在无限远处受均匀载荷作用而共同处于广

义平面应变状态# 此时,夹杂上的边界条件可表示为:

图 1 两压电介质之间的介电线夹杂

u
+
1 = u

-
1 = u10,  u

+
2 = u

-
2 = u20+ X0x 1,

u
+
3 = u

-
3 = u30   (- a < x 1 < a) , (4)

E
+
1 = E

-
1 ,  D

+
2 = D

-
2  (- a < x1 < a) ,

(5)

其中 uj0 为夹杂的位移, X0为夹杂相对于 x 3轴的

转角# 

为方便起见,式( 4)和( 5)可进一步表示为

u
+
j , 1 = u

-
j , 1 = Dj2 X0,  E

+
1 = E

-
1

     (- a < x1 < a) , (6)

D
+
2 = D

-
2  (- ] < x 1 < ] ) , (7)

其中 Dj2 为Kronecker系数,且

u1, 1 =
5 u1

5x 1
= E11,

u2, 1 =
5 u2

5x 1
=

1
2

5 u2

5x 1
+

5u1

5x 2
+

1
2

5 u2

5x 1
-

5 u1

5x 2
= E12+ X,

u3, 1 =
5 u3

5x 1
=

5 u3

5x 1
+

5 u1
5x 3

= 2E13,  u4, 1 =
5 u4
5x 1

= - E1# (8)

在( 8)中, E11, E12和 E13 分别表示应变分量, X为转角# 

定义两个矢量:
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u, 1 = [ u1, 1, u2, 1, u3, 1, u4, 1]
T
,   <, 1 = [ R21, R22, R33, D2]

T
, (9)

那么,由式( 1)得

u1 = AF( z ) + �AF( z ) ,  <1 = BF( z ) + �B F( z ) , (10)

其中 F( z ) = df ( z ) / dz# 

对于目前所考虑的问题, F( z ) 可表示为

  Fl ( z ) = C
]
l + Fl 0( z )   ( l = 1, 2) , (11)

其中, Fl0( z ) 为 S
+
( l = 1) 或 S

-
( l = 2) 内的函数矢量,且 Fl0( ] ) = 0; C

]
l 为由无限远处外

载荷确定的常数# 

由式( 6)和式( 10)的第一式,可得

  A1F1( x 1) + �A1 F1( x 1) = A2F2( x 1) + �A2 F2( x 1)   (- ] < x 1 < + ] )# (12)

引入一新的解析函数:

  J( z ) =
A1F1( z ) - �A2 �F2( z )   ( z I S

+
) ,

A2F2( z ) - �A1 �F1( z )   ( z I S
-
) ,

(13)

则式( 12)可化为:

  J
+
( x 1) - J

-
( x1) = 0,  (- ] < x 1 < + ] ) , (14)

式( 14)的解为[ 18]# 

  J( z ) = J ( ] ) = F
]
, (15)

其中

  F
]
= A1C

]
1 - A2C

]
2 或 F

]
= A2C

]
2 - A1C

]
1 # (16)

由式( 16)的第一式加式( 16)的第二式得

  2F
]
= [ A1C

]
1 + A2C

]
2 ] - [ A2C

]
1 + A2C

]
2 ] , (17)

式( 17)表明 F
] 是纯虚数# 

由式( 13)和式( 15)得

  A1F1( z ) - A2F2( z ) = F
]   ( z I S

+
) , (18)

  A2F2( z ) - A1F1( z ) = F
]   ( z I S

-
)# (19)

引入下列辅助函数:

  u , 1( x 1) = A1F1( x 1) + �A1 F1( x 1) , (20)

  $<, 1( x 1) = <
(1)
, 1 ( x 1) - <

(2)
, 1 ( x1) =

      [ B1F1( x 1) + �B1 F1( x 1) ] - [ B2F2( x 1) + �B2 F2( x1) ] , (21)

那么,应用式( 18)和( 19) , ( 21)可化为

  - i$<, 1( x 1) = H [ A1F1( x 1) - H
- 1�HA2F2( x 1) - H

- 1
(�Y2- �Y1) F

]
] , (22)

其中

  Y1 = - iB1A
- 1
1 ,  Y2 = - iB2A

- 1
2 ,  H = Y1+ �Y2# 

定义一新的矢量函数 K( z ) :

  K( z ) =
A1F1( z )   ( z I S

+
) ,

H
- 1�HA2F2( z ) + H

- 1
(�Y2- �Y1) F

]   ( z I S
-
) ,

(23)

则式( 22)可表示为

  - i$<, 1( x 1) = H [ K
+
( x 1) - K

-
( x 1) ]# (24)
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由于在夹杂以外部分,有 $<, 1( x 1) = 0, 因此式(24) 表明 K( z ) 在整个 z 平面, 除夹杂外,是处

处解析的# 

类似的,应用式( 23) , ( 20)可化为

  u , 1( x 1) = K
+
( x 1) + �H

- 1
HK

-
( x 1) - K0, (25)

其中

  K0 = �H- 1
( Y2+ �Y2) F

] # 

另一方面, 由式( 7)和( 24)得

  H4[ K
+
( x 1) - K

-
( x 1) ] = 0, (- ] < x 1 < ] ) , (26)

其中

  H4 = (H 41, H 42,H 43, H 44) ,

式( 26)的解为[ 18]# 

  H4K( z ) = H4K( ] )# (27)

在夹杂表面,由式( 6)得 u, 1 = i2 X0- i 4E 1( x 1) ,其中 i 2 = (0, 1, 0, 0) T, i 4 = (0, 0, 0, 1) T ,

E1( x1) 为一未知函数,其表示 E1( z ) 在夹杂上的边界值# 因此, 式(25) 可化为:

  K
+
( x 1) + �H

- 1
HK

-
( x 1) = K0+ i2 X0- i 4E 1( x 1) (- a < x 1 < + a) , (28)

显然,一旦由式( 27)和( 28)确定 K( z ) 之后,根据式(23) 则可确定 F1( z ) 和 F2( z ) ,然后即可容

易地确定所有的场解# 

根据本文附录, 可以证明式( 28)的解为:

  K( z ) = Q33 1

1+ e2PEa
44Q- 1

[ K0+ i 2X0- i4E1( z ) ] + Q33X A
0( z )44P( z ) , (29)

其中,3344表示以其中元素为对角元的对角矩阵, 其对角元素的变量随 A的变化, 且

  Q
- 1�H- 1

HQ = 33e2PEa44,  X
A
0( z ) =

z + a
z - a

iE
a

z
2
- a

2
,  P( z ) = c1z + c0# (30)

在式( 29)中取极限 z y ] 得:

  K( ] ) = Q33 1
1+ e2PEa

44Q- 1
[ K0+ i 2X0- i 4E

]
1 ] + Qc1, (31)

此外,在式( 25)中取极限 x 1 y ] ,并应用式(8) 得

  ( I + �H- 1
H) K( ] ) - K0 = E]

, (32)

其中

  E
]
= [ E

]
11, E

]
12 + X

]
, 2E

]
13, - E

]
1 ]

T# (33)

在式( 33)中, E]
11, E

]
12 , E

]
13 和 E

]
1 分别表示无限远处的线应变分量和电场分量, X

] 为无限远处

的转动# 

在式( 32)两侧乘 Q
- 1
得

  Q
- 1
( I + �H- 1

H) QQ
- 1
K( ] ) = Q

- 1
( K0+ E]

)# (34)

应用式( 30)的第一式,式( 34)给出

  K( ] ) = Q33 1

1+ e2PEa
44Q- 1

( K0+ E]
)# (35)

把式( 35)代入式( 31)得

  c1 = 33 1

1 + e
2PE

a
44Q- 1

[ E
]
+ i 2 X0- i 4E

]
1 ]# (36)
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为了确定剩余的未知常数 c0 和 X0, 必须利用力平衡条件和电场的无旋性条件(即

RE1( z )dz = 0)# 考虑到式(24) ,这些条件可化为:

  R#
K( z )dz = 0,  Im

1
2Pi

H 2R#
K( z )dz = 0, (37)

其中, # 表示包围夹杂的顺时针闭围道, 且 H2 = [H 21, H 22, H 23,H 24]# 

把式( 29)代入式( 37) , 然后应用留数定理得

  c0 = 0,  Im[ H2c 1] = 0, (38)

把式( 36)代入式( 38) , 即可获得夹杂相对无限远点的转动:

  X0- X]
= E]

12 +
1

ImH 22
[ E]

11 ImH 21+ 2E]
13 ImH 23]# (39)

为确定式( 29)中的 E1( z ) ,把式(29) 和(35) 代入(27) 得

  E1( z ) =
1
Ce
H4Q33 1

1+ e2PEa
44Q- 1

[ E]
+ i 2 X0] -

1
Ce
H4Q33XA0( z )44P ( z ) , (40)

其中

  Ce = H4Q33 1

1 + e
2PE

a
44Q- 1

i 4# (41)

在式( 40)中,分别令 z 等于x
+
1 和 x

-
1 得

  E
0
1( x

+
1 ) =

1
Ce
H4Q33 1

1 + e2PEa
44Q- 1

[ E]
+ i 2X0] -

1
Ce
H4Q33X A

0( x
+
1 )44P( x +1 ) , (42)

  E
0
1( x

-
1 ) =

1
Ce
H4Q33 1

1+ e2PEa
44Q- 1

[ E]
+ i2 X0] -

1
Ce
H4Q33XA0( x-1 )44P ( x-1 )# 

(43)

利用下列关系:

  E
0
1( x

+
1 ) = E

0
1( x

-
1 ) , P( x

+
1 ) = P( x

-
1 ) , X

A
0( x

-
1 ) = - e- 2PE

aX
A
0( x

+
1 )  (- a < x 1< + a) ,

则由式( 42)和( 43)式相加, 可得夹杂内电场水平分量 E
0
1( x 1) 的表达式:

  E
0
1( x 1) =

1
Ce
H4Q33 1

1+ e
2PE

a
44Q- 1

[ E
]
+ i2 X0] -

1
2Ce

H4Q33e2PEa - 1

e2PEa
4433XA0( x+1 )44P ( x 1)# (44)

在一般情况下, EA X 0,因此式(44) 右端第二项不等于零,这意味着当从夹杂上趋近夹杂尖端

时, E0
1( x 1) 是奇异的和振荡的# 可以证明 D

0
2( x 1) 具有类似的性质# 

3  尖端场

根据式( 10)的第二式,广义力矢 T 可表示为:

  T( x 1) = - 2Im[ Y1K
+
( x 1) ] , (45)

把式( 29)和式( 42)代入式( 45) ,即得在夹杂尖端 x 10 = a 处T 的主部:

  K
+
( r) = ( R + Q)33XA+0 ( x 1)44P( x 1) , (46)

其中 r 表示距尖端的距离, x 1 = a + r ,且

  R = -
1
Ce
Q33 1

1 + e
2PE

a
44Q- 1

i 4H4Q# 

把式( 46)代入式( 45)得
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  T( r ) = - 2Im[ Y1( R + Q)33X A+
0 ( x 1)44P( x 1) ]# (47)

式( 47) , ( 30)和式( 36)表明在夹杂尖端附近,应力和电位移是奇异的和振荡的,且其强度取决

于材料常数和无限远处的应变# 

4  结   论

应用 Stroh公式,从理论上研究了位于两不同压电材料之间的介电刚性线性夹杂问题,分

别获得了介质及夹杂内的场解,由此可获得下面几个结论:

1) 在夹杂尖端附近, 奇异场的结构与相应的裂纹问题是一样的, 但是对于界面夹杂的情

况,所有场变量的奇异性不仅取决于与夹杂垂直方向的应力和电场, 而且也取决于与夹杂平行

方向的应力和电场# 

2) 在一般情况下,夹杂内的电场取决于材料常数、无限远处的应变和夹杂的介电常数,并

在夹杂尖端呈现奇异性和振荡性# 

3) 介质内的所有场变量与夹杂的介电常数无关# 

附   录

对于 H为一般复数时的情形 ,假设 �H - 1H 的特征值为- e- 2PD
a , 其中:

  DA= -
1
2
+ iEA, (A1)

则根据特征值的定义,有

  + - e- 2PiD
AI - �H- 1H+ = 0, (A2)

注意到

  - 2PiDA= - 2Pi -
1
2 + iEA = Pi + 2PEA, (A3)

所以

  - e
- 2PiD

A= e
2PE

A# (A4)

因此,式( A2)可化为

  + H- e2PEA�H + = 0# ( A5)

根据 Suo的工作[ 17] ,由式( A5)得

  E1 = E,  E2 = - E,  E3 = - iJ,  E4 = iJ, ( A6)

其中

  E=
1
P

tanh- 1[ ( b2- c2) 1/ 2 - b] 1/ 2,  J =
1
P

tanh- 1[ ( b 2- c2) 1/ 2+ b] 1/2 ,

  b =
1
4
tr[ ( D- 1 W) 2] ,  c = +D- 1 W+ ,  D + iW = H# 

设 Q 为�H- 1H 的特征矢量矩阵,则有

  Q- 1�H- 1HQ = + ,  + = 33- e- 2PiD
A44 = 33e2PEA44# ( A7)

由式( 28)两边同乘 Q- 1得

  [ Q- 1K ( x 1 ) ]
++ Q- 1�H- 1HQ[ Q- 1K( x 1) ]

- = Q- 1[ K 0+ i2X0 - i4E1( x 1) ] , ( A8)

令

  Q- 1K( x 1) = R( x 1) ,  Q- 1[ K 0+ i2X0 - i4E1 ( x 1) ] = R0( x 1) , ( A9)

并注意到式( A7) , 则式( A9)可化为

  R+ ( x 1) + +R- ( x 1) = R0( x 1) , (A10)

将式( A10)按行展开得:

  R+
A( x 1) - e- 2PiD

AR-A( x 1) = R0
A( x 1 )  ( A= 1 ~ 4) , ( A11)
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式( A11)的解为[ 18]

  RA( z ) =
XA0 ( z )

2Pi QL

R0
A( x 1) dx 1

XA0( x 1) ( x 1- z )
+ X A

0( z ) P
*
A ( z ) , (A12)

其中 P
*
A ( z ) 为一个一阶多项式,且

  XA0 ( z ) = ( z + a) - C
A( z - a) CA- 1,  CA =

1
2Pi

lng,  g = e- 2PiD
A (A13)

注意到( A1) , 由( A13)得

  XA0 ( z ) =
1

z 2 - a2

z + a
z - a

iE
A
, (A14)

考虑到 E1 ( ] ) = E ]
1 , 可以证明(A12) 最终化为

  RA( z ) =
1

1+ e2PEA
RA0( z ) + XA0 ( z ) PA( z ) , (A15)

其中, PA( z ) 为一新的多项式:

  PA( z ) = c ( A)1 z + c (A)0 # (A16)

另一方面, ( A15)可以矢量的形式表示为

  R( z ) = 33 1

1+ e2PEA
44R0( z ) + 33XA0( z )44P( z ) , (A17)

其中

  P( z ) = c1 z + c0,  cn = [ c ( 1)n , c ( 2)n , c ( 3)n , c ( 4)n ] T  ( n = 1, 0)# 

由( A17)返回到复函数 K ( z ) 得

  K( z ) = Q33 1

1+ e2PEA
44Q- 1[ K 0+ i2X0 - i4E1( z ) ] + Q33XA0( z )44P( z )# (A18)
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An Interface Inclusion Between Two Dissimilar

Piezoelectric Materials

GAO Cun_fa1,  FAN Wei_xun2

( 11Depa rtm ent of Mechanics and En gineer ing Science ,

Peking Univ er sity , Beijing 100871, P R China ;

21Depar tm ent of Air cr aft , Nan jin g Un iver sity of Aeronautics &

Astr onautics , Nan jin g 210016, P R China )

Abstract: The generalized two_dimensional problem of a dielectric rigid line inclusion, at the inter-

face between two dissimilar piezoelectric media subjected to piecewise uniform loads at infinity, is

studied by means of the Stroh formalism. The problem was reduced to a Hilbert problem, and then

closed_form expressions were obtained, respectively, for the complex potentials in piezoelectric med-i

a, the electric field inside the inclusion and the tip fields near the inclusion. It is shown that in the

media, all field variables near the inclusion_tip show square root singularity and oscillatory singularity,

the intensity of which is dependent on thematerial constants and the strains at infinity. In addition, it

is found that the electric field inside the inclusion is singular and oscillatory too, when approaching

the inclusion_tips from inside the inclusion.

Key words: piezoelectric material; interface inclusion; complex potential; tip field; Stroh formalism
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