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流体动力学方程的三维旋涡解的可叠加性
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摘要:  给出了流体动力学方程的轴对称流动的一类精确解,讨论了一些例子并综述了目前已知

的基本涡元精确解# 发现三维空间内的某些旋涡解可以叠加成仍然满足非线性方程的新的精确

解# 由此可以用来分析旋涡的产生、演化和相互作用# 此外还讨论了旋涡解的对称性# 
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引   言

众所周知, 一些非线性动力学方程, 例如 KdV方程, sine_Gorden方程,都有精确的孤立波解

# 这种非线性方程的孤立波解的一个非常重要的特性是具有可叠加性,即该非线性方程具有

多个孤立波同时存在的精确解# 我们知道,流体运动中最常见的动动状态是波和涡# 人们早

就发现湍流是由许多大涡和小涡组成# 从理论上讲,我们已经知道了很多精确的单个旋涡解,

例如,Hill球涡,Moffatt球涡, Beltrami球涡和柱涡, Rankine涡等, 但流场中多个旋涡解的叠加至

今未有人讨论过# 最近, 我们发现定常的欧拉方程或不定常的纳维_斯托克斯方程的某种特殊

类型的旋涡解也具有可叠加性# 由于旋涡解一般是三维结构,它们叠加时的非线性相互作用

远比一维和二维情况要复杂得多# 例如,一个涡球除了它的中心位置以外,还有一个对称轴的

方向或是该涡球中心移动的速度方向# 旋涡的叠加可以包括同心同向的叠加,同心异向的叠

加,异心同向的叠加和异心异向的叠加四种# 但是,我们注意到如果将某种特殊的直螺旋涡管

解与轴对称的 Beltrami流动的旋涡解进行同向叠加,其叠加后的结果仍然是流体动力学方程

的精确解# 而且由于 Beltrami流动本身还具有可叠加性,因而, 我们可以得到很多接近真实流

动的精确解来# 

1  一般的三维旋涡解

在文献[ 1~ 3]中,我们已经给出了理想流体的定常 Beltrami流动的一般解的形式和许多

典型的旋涡精确解# 它们满足线性方程

  X*i = Eijk
5 u*k
5xj

= Au*i , (1)
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其中 X*i 是涡量分量, u
*
i 是速度分量# 

我们发现如果将轴对称的 Beltrami流动解叠加一个同样满足定常欧拉方程的一种特殊的

直螺旋涡管解

  u
(1)
i =

2 8
A2

li +
8
A
Eijkljxk ,

p
Q
=

8 2

2A2
[ x nxn - ( xmlm)

2
] + c0, (2)

其中 li 是对称轴的方向余弦, 则同向叠加的

  ui = u
*
i + u

(1)
i , Xi = Au i - 8Eij kljxk (3)

仍然满足定常欧拉方程# 例如,已被多次提及的Moffatt球涡解(见[ 4] )

  ui = # inln -
A
2
G Eijkljxk , (4)

其中

  # in =
1
2R

dG
dR

x ix n- G +
R
2
dG
dR

Din, (5)

  G = - 2
8
A2

+ C
A
R

3/ 2

J3/ 2( AR ) # (6)

就是 Beltrami流动的一阶球涡解与上述螺旋涡管解的叠加# 这里给出的函数 G 与通常在文献

中表示的流函数 7 之间的关系为

  7 = -
1
2
GR

2sin2H, (7)

这里 R
2
= xixi , RcosH= x ili# 

由于 Beltrami流动本身还具有可叠加性, 我们可以利用文献[ 3]中给出的 Beltrami球形涡

的一般解构造出一类轴对称流动的精确解# 只要把上面的函数 G 表示为

  G = - 2
8
A2

+ E
n

i = 1

ci
A
R

3/ 2

J i+ 1/ 2( AR )
dPi ( L)
dL

, L = cosH (8)

即可# Zheligovsky( 1993)也给出了类似的球形涡解[ 5]# 

我们还发现如果我们在定常 Beltrami流动解上乘以一个阻尼因子 e
- A2Mt

,则

  v
*
i = u

*
i e

- A
2
Mt

是不定常纳维_斯托克斯方程的精确解,即满足方程

  
5 Xi
5t + vj

5Xi
5 xj

= Xj
5v i
5xj

+ M$Xi , (9)

其中   Xi = Eijk
5v k
5xj# 

把它与上述直螺旋涡管解叠加,同样可得到仍满足不定常纳维_斯托克斯方程的精确解# 例

如,我们可以得到在粘性流体运动中的不定常 Moffatt球涡, 它的流函数是

  7 = R
2sin2H

8
A2

+ C
A
R

3/ 2

J3/ 2( AR) e
- A

2
Mt # (10)

这表明粘性流体中Moffatt球涡的球半径随着时间的演化而逐渐减小, 这种球涡是在逐渐收缩

的# 粘性越大, 收缩得越快# 

事实上, Batchelor 在他所著的5流体动力学引论6一书[ 6]中已经考虑到解的可叠加性# 他

在假定分别定义为

  1
2 u iui +

p
Q = H , R sinHuU= C (11)
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的函数H 和C是流函数 7 的线性函数的特殊情况下,可将流函数 7 分成两部分# 一部分对

应直螺旋涡管解,也是流函数方程的非齐次特解# 另一部分恰恰对应 Beltrami流动解,也是流

函数方程的齐次线性方程的通解# 尽管 Batchelor 已提到在轴对称流动时有两个速度分量与两

个相应的涡量分量成正比,但却没有注意到此时第三个速度分量中也包含了与相应的涡量分

量成正比的部分,而且其比例系数均相同,这恰恰就是前面提到的 Beltrami流动# 

现在我们讨论一些新的例子# 首先,如果我们将 Beltrami流动的柱形涡解

  u
*
i = u

*
z l i + u

*
r ( Din - liln )

x n

r
+ u

*
UEijklj

xk

r
, (12)

其中

  u
*
z =

1
r
5 7 *

5 r , u
*
r = -

1
r
5 7 *

5z , u
*
U =

A
r
7 * , (13)

  7 * =
1
A
Ar J1( ABr) sin( A 1- B2z ) ,   0 < B< 1, (14)

  z = x ili , r
2
= R

2
- z

2
, (15)

与上述的直螺旋涡管解叠加, 则可以得到一种周期波纹状的螺旋涡管解或周期性轴对称涡球

解# 它的流函数为

  7 =
8
A
2 r
2
+

A
Ar J1( ABr ) sin( A 1 - B

2
z ) , (16)

这种流动可以与孔口出流对应# 

其次,我们考虑一种 Beltrami流动的特解

  7
*
= Ar

2
cos( Az ) , (17)

则我们有

  7 = r
2
[ B + A cos( Az ) ]# (18)

如果 A
2
> B

2
, 我们得到一种周期旋涡片流解(见图 1) ,而如果 A

2
< B

2
, 则我们得到一种涡管

解(见图 2)# 

图 1 A = 1510, B = 1010, A= 017  图 2 A = 1010, B = 1510, A= 017

最后,我们考虑一种螺旋片流解

  u
* *
1 = Asin( Ax 3) , u

* *
2 = A cos( Ax 3) , u

* *
3 = 0# (19)

因为它是非对称的, 它不能与 u
(1)
i 叠加,但它能与另一种直螺旋涡管流

  u
(2)
i =

8
A2
l i +

8
A
Eijkljxk (20)

1229流体动力学方程的三维旋涡解的可叠加性



叠加,即

  ui = u
* *
i + u

(2)
i (21)

满足定常欧拉方程# 不难验证,叠加后的这种流动也是一个螺旋涡管解,只是其横截面是一个

椭圆,其流体质点的轨线方程为

  x 1 = C-
AA
2 8

cos
8
A
t , x 2 = C+

AA
2 8

sin
8
A
t , x 3 =

8
A2
t ,

其中 C 和A 均为常数# 

2  某些基本的涡元

现在已知有很多旋涡的精确解# 现在我们将其中最重要的一些用张量形式表示为:

211  球涡和涡环
21111  Hill球涡(无粘流动)

它的速度分量是

  ui = UAinln = U[ NiNn + (1- 2N2) Din ] l n, (22)

这里, Ni = xi / a, N
2
= R

2
/ a

2
, a 是球涡的半径# 它的流函数是

  7 =
U
2a2

r
2
( a

2
- R

2
)# (23)

Synge和 Lin曾用 Hill球涡作为均匀各向同性湍流的基元(见[ 7] ) ,他们的模型是

  ui = Ainl n, (24)

其中

  Ain =

U NiNn +
5
3
- 2N2 Din ,   r [ a,

U
1

N
5 NiNn -

1
3 N

2
Din ,     r > a,

(25)

涡量分量是

  Xi =
5
U

a
2 Einkl nxk ,   r [ a ,

0,       r > a,

 X2 = 50
U
2

a
4 r
2# (26)

21112  Zhou球涡(Stokes流动)
周培源和蔡树棠在他们的均匀各向同性湍流的统计理论[ 8, 9]中,给出了一个不定常球涡

解# 它的速度分量为

  ui = UAinln , (27)

其中

  Ain =
1
2N
dG
dNNiNn - G+

N
2
dG
dN Din , (28)

  G =
1

N
3Q

N

0
G
2
e
- G2/ 2

dG, N
2
=

R
2

4Mt
# (29)

它的涡量分量为

  Xi = -
U

2a2
e- N

2
/ 2Eijkljx k , X2 =

U
2

2a4
r
2e- N

2

# (30)

但是他们选取了另一种轴对称旋涡作为湍流元,他们的模型是

  ui = UBimnlml n, (31)
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其中

  Bimn =
1

N2
dH
dN

-
H

N3
NiNmNn +

H
N
NiDmn -

H
N
+
1
2
dH
dN

( NmDin + NnDim) (32)

和    H =
1
N4Q

N

0
G4e- G

2
/ 2dG# (33)

它的涡量分量为

  Xi = -
U

a
3e

- N
2
/ 2
xnlnEiop loxp , X2 =

U
2

a
4 r
2
z
2e- N

2

# (34)

21113  Batchelor 球涡(均匀旋转和纯剪切流动中)

Batchelor在他的书[ 6]中选用的一个球型液滴解是一种球涡,它的速度分量为

  ui =

U[ (5N2- 3) eioNo - 2eopNiNoNp ] + Eiop 8oNp ,      N [ 1,

U
1

N7
[ 2N2e ioNo + (3N2- 5) eopNiNoNp ] +

1

N2
Eiop 8oNp ,   N> 1,

(35)

这里

  eij =
a
U

5 ui
5xj ,   ( i X j ) , eii = 0# (36)

其涡量分量为

  Xi =
7U
2aEiopNoepnNn +

2
a
8 i ,   N [ 1,

0,           N> 1# 
(37)

21114  Moffatt球涡(无粘流动)

这种旋涡在前面已经提到,它的速度分量是

  ui = # inln -
A
2
GEi nklnxk , (38)

其中

  Ain =
1
2R

dG
dR

xixn - G +
R
2
dG
dR

Din , (39)

  G = - 2
8
A2

+ c
A
R

3/ 2

J3/ 2( AR) , (40)

这里 c, 8 和A为常数# 函数 G 和流函数 7 的关系为

  7 = r
2 8
A2
+ c

A
R

3/ 2

J3/ 2( AR ) = -
1
2 r

2
G# (41)

而涡分量是

  Xi = Aui - 8Einklnxk# (42)

事实上,Moffatt球涡是一阶 Beltrami球涡和直螺旋涡管的叠加# 对于二阶 Beltrami球涡,

可得出一轴对称涡:

  ui = UBinklnl k +
2 8
A
2 l i +

8
AEinklnxk (43)

和    Xi = AUBinkl nlk +
2 8
A li# (44)

其流函数为

  7 = sin2H R
2
- k

PR
2 J5/ 2( R ) cosH

# (45)

21115  椭球涡(无粘流动)
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最近,我们发现一种椭球涡,它的速度分量为

  ui = U 1- c
r
2

a
2- 2

z
2

a
2 l i +

xixn

a
2 ln , (46)

而它的涡量分量为

  Xi = (1+ 2c)
U

a
2 Einklnxk# (47)

这里常数 c 决定椭球长短轴的比值# 当 c = 2时, 它就是Hill球涡# c = 0时,它是飓风涡,

c y ] 时,它是半径为 a 的盘涡# 

其对应的流函数 7 为

  7 =
U

2a2
r
2
a
2
-
1
2
cr
2
- z

2 # (48)

21116  Helmbolz涡环

这是一个众所周知的精确解# 它的速度分量为

  ui =
1
r
5 7
5r li -

1

r
2
5 7
5 z ( Din- lil n) x n, (49)

其中流函数 7 为

  7 =
1
2 JarQ

]

0
e
- kz
J1( kr ) J1( ka)dk# (50)

它的涡量分量只有一个, 即

  X = XU=
] ,   r = a,

0,   r X a# 
(51)

212  柱涡和涡管
21211  Rankine涡

著名的Rankine涡的速度分量为

  ui =

U
a
Einkl nxk ,   r [ a,

Ua

r
2 Einkl nx k ,   r > a# 

(52)

其涡量分量为

  Xi =
2
U
a
li ,   r [ a,

0,     r > a# 
(53)

21212  直螺旋涡管
最近,我们发现一种直螺旋涡管,它的速度分量为

  ui =

U1

2a2
( a

2
- r

2
) li +

U2
2a
Einklnx k ,   r [ a,

U2a

2r2
Einkl nxk ,         r > a# 

(54)

它的涡量分量是

  Xi =
U1

a
2 Einkl nxk +

U2

a
li ,   r [ a,

0,         r > a# 
(55)

21213  Lamb_Oseen涡(粘性流动)
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这种涡管的速度和涡量分布为

  ui =
#

2Pr 2
(1 - e- r

2
/ 4Mt

) Einkl nxk , (56)

  Xi =
#

4PMt
e
- r2/ 4Mt

l i# (57)

21214  Taylor涡(粘性流动)
这种涡管的速度和涡量分布为

  ui =
#

4PMt
2 e

- r2/ 4Mt
Einklnxk , (58)

  Xi =
#

2PMt
2 1 -

r
2

4Mt
e
- r2/ 4Mt

li# (59)

21215  Bergers涡(粘性流动)
上面提到的 Oseen涡和 Taylor 涡都没有轴向和径向速度分量# 有一种 Bergers涡, 它的速

度和涡量分量分别为

  ui = 3
U
a

lil n -
1
3
Din x n +

#
2Pr2

(1 - e- Ur
2
/ 2MA

) Einkl nx k +

      C [ b
2
- xnx n+ ( xnl n)

2
] li , (60)

  Xi =
#U
2PMa

e- Ur
2
/ 2MA

li + 2CEijkljxk# (61)

3  旋涡解的叠加

旋涡在很多方面与孤立波不同,最重要的是在于它的三维特性# 每一个旋涡都有一个中

心和一个对称轴# 因此, 旋涡可以有很多种不同方式的叠加# 上面我们讨论的是同一位置(即

旋涡的中心位置)和同一方向(即旋涡的对称轴方向)的叠加# 我们称同心同向叠加# 实际上,

我们还可以进行异心同向(或反向)叠加,同心异向叠加和异心异向叠加# 

很容易发现,前面我们给出的叠加结果还可以推广到异心同向的叠加,只要将不同中心的

旋涡放置在同一条对称轴线上# 同向叠加后的解仍然是欧拉方程的精确解# 按照孤立波的反

散射理论,孤立波可以有离散 ( K< 0) 和连续( K> 0) 两种形式的叠加# 同样,这里的旋涡也

可以分别进行离散和连续的叠加# 它们分别是

  ui ( xk) = u
( 1)
i ( x k) + E

n

j= 1
cju

*
i ( xk + djl k) (62)

和    ui ( xj ) = u
(1)
i ( xj ) + Q

]

- ]
f ( k ) u

*
i ( xj + klj ) dk# (63)

其中 u
*
i 为 Beltrami流轴对称涡解# 我们可以通过选取不同强度的旋涡进行叠加来分析旋涡

的相互作用的演化规律# 这里, 我们只考虑一种特殊的情况, 即一个直螺旋涡管和两个一阶

Beltrami球涡的叠加# 例如,我们考虑不定常 N_S方程的一个精确特解

  ui ( xj ) = u
(1)
i ( xj ) + k1u

*
i ( xj + dlj ) + k 2u

* *
i ( xj - dlj ) , (64)

其中 u
*
i 和u

* *
i 为一阶 Beltrami流球涡# 

图3到图 8给出了一些计算机的计算结果, 其中包括同向和反向叠加# 计算结果发现,随

着旋涡强度的变化, 流场会出现很复杂的大范围分岔现象, 其中包括封闭涡丝和涡环的产生和

破坏# 

如果考虑同心异向的叠加,也会发现一些有趣的现象# 这里,我们以 Beltrami流动为例,
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图 3  k1 = 10, k 2 = 30, d = 310  图 4  k 1 = 10, k2 = 30, d = 613

图 5 k 1 = - 30, k 2 = 80, d = 61 0     图 6  k1 = - 30, k 2 = 30, d = 410

根据我们以前的分析(见[ 10] ) , n 阶 Beltrami球涡的速度分量可以写成

  u
*
i = Bimn , rslml n ,l rls , (65)

这里 Bimn ,rs( xj ) 是各向同性张量,它满足连续方程并与方向无关# 显然, 所有奇阶球涡都有

一个特性是两个反向同阶球涡叠加后完全抵消掉# 

偶阶球涡也有下面的特性# 设 li , mi , n i为三维直角坐标系的三个坐标轴方向的单位矢

量# 可以很容易证明,

  lilj + mimj + ninj = Dij , (66)

  ( lj + mj + nj ) ( l k + mk + nk) ( lp + mp + np ) ( lq + mq + nq) +

      ( lj + mj - nj ) ( lk + mk - nk) ( lp + mp - np ) ( l q + mq - nq) +

      ( lj - mj + nj ) ( lk - mk + nk) ( lp - mp + np ) ( l q - mq + nq) +

      ( lj - mj - nj ) ( lk - mk - nk) ( lp - mp - np ) ( l q - mq - nq) =
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      4( DjkDpq + DjpDkq + DjqDkp) - 8( ljl klpl q + mjmkmpmq + njnknpnq) (67)

图 7  k1 = 10, k 2 = 36128, d = 610   图 8  k1 = - 10, k2 = 30, d = 610

和

( lj + mj ) ( lk + mk) ( lp + mp ) ( l q + mq) + ( lj - mj ) ( lk - mk) ( lp - mp) ( l q - mq ) +

    (mj + nj ) ( mk + nk) ( mp + np ) ( mq + nq) +

    (mj - nj ) ( mk - nk) ( mp - np ) ( mq - nq) +

    ( nj + lj ) ( nk + l k) ( np + lp ) ( nq + lq) + ( nj - lj ) ( nk - l k) ( np - lp ) ( nq - lq) =

    2( DjkDpq + DjpDkq + DjqDkp) - 2( ljl klpl q + mjmkmpmq + njnknpnq)# (68)

因此,对于二阶和四阶球涡我们有

  u
*
1i + u

*
2i + u

*
3i = Bijkljl k + Bijkmjmk + Bijknjnk S 0, (69)

  u
*
1i + u

*
2i + u

*
3i + u

*
4i + 8u*5i + 8u*6i + 8u*7i =

      Bijkp q( lj + mj + nj ) ( lk + mk + nk ) ( lp + mp + np) ( l q + mq + nq) +

      Bijkp q( lj + mj - nj ) ( lk + mk - nk ) ( lp + mp - np) ( l q + mq - nq) +

      Bijkp q( lj - mj + nj ) ( lk - mk + nk ) ( lp - mp + np) ( l q - mq + nq) +

      Bijkp q( lj - mj - nj ) ( lk - mk - nk ) ( lp - mp - np) ( l q - mq - nq) +

      8Bijkpqljl klpl q + 8Bijkp qmjmkmpmq + 8Bijkp qnjnknpnq =

      4Bijjpp + 4Bijkjk + 4Bijkkj S 0, (70)

  u
*
1i + u

*
2i + u

*
3i + u

*
4i + u

*
5i + u

*
6i + 2u*7i + 2u*8i + 2u*9i =

      Bijkp q( lj + mj ) ( lk + mk) ( lp + mp) ( l q + mq ) +

      Bijkp q( lj - mj ) ( lk - mk) ( lp - mp) ( l q - mq ) +

      Bijkp q( mj + nj ) ( mk + nk) (mp + np ) ( mq + nq) +

      Bijkp q( mj - nj ) ( mk - nk) (mp - np ) ( mq - nq) +

      Bijkp q( nj + lj ) ( nk + l k) ( np + lp) ( nq + lq) +

      Bijkp q( nj - lj ) ( nk - l k) ( np - lp) ( nq - lq) +

      2Bijkpqljl klpl q + 2Bijkp qmjmkmpmq + 2Bijkp qnjnknpnq =

      2Bijjpp + 2Bijkjk + 2Bijkkj S 0# (71)
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这表明几个同阶不同方向的旋涡叠加后完全抵消了# 这个结论对任意偶次阶球涡都成立# 

4  旋涡解的对称性

刚才我们讨论的这些旋涡解都是轴对称旋涡,但是在实际的流动状态中,旋涡往往是非轴

对称的# 这些非轴对称的旋涡的速度分量一般可以写成

  ui = Cino,qr ,s t,uvlnl o ,lqmr ,msnt ,nunv# (72)

现在仍以 Beltrami流动为例# 一阶球涡显然是轴对称的# 但是二阶和高阶球涡可以有很多种

不同的结构# 例如, 二阶球涡除了上面提到的轴对称球涡以外, 还有两种非轴对称的球涡# 它

们是

  ui = Biop lomp , (73)

和    ui = Biopmolp# (74)

它们之间互相镜面对称# 容易证明这两种球涡叠加后的结果与文献[ 3]中提到的两个互相垂

直的轴对称球涡在强度比 B = 015时的叠加结果相同# 因为我们有

  lomp + molp = ( lo + mo) ( lp + mp ) + nonp - Dop (75)

和    Bipp = 0# (76)

我们注意到周培源和蔡树棠曾指出
[ 9]
,二阶球涡(它们象 Beltrami流动和 Stokes流动那样

满足线性微分方程)能通过对一阶球涡的微分来得到,

  Biop =
5Aio
5xp

, (77)

和    ui = Biop lomp# (78)

通常的 n阶球涡可以通过n - 1次偏微分

  Cino,qr ,uv =
5n- 1Ain
5xo ,5x v (79)

和乘以 n个不同的方向单位矢量 lp , mp ,或 np 来得到# 

容易发现 n 个不同的单位矢量 lp , mp , np 可以构成一个n 阶张量的对称群# 这个对称群

总数为3n ,但是其中有许多是完全互相等价的,例如, 三阶球涡有 27个不同的形式,其中只有5

个是不同的# 它们是

  Biop qlolpl q , Biopql olpmq , Biopql ompmq , Biop qlonpnq , Biop qlompnq# 

证明如下# 如果我们转动坐标轴, 使 lp 变为mp 或np ,我们有下面的等价关系式

  lolp lq Z mompmq Z nonpnq , lolpmq Z mompnq Z nonp lq , (80)

  lomp lq Z monpmq Z nolpnq , lolpnq Z momp lq Z nonpmq , (81)

  lonp lq Z molpmq Z nompnq , lompmq Z monpnq Z nolp lq , (82)

  lonpnq Z molp lq Z nompmq , lompnq Z monp lq Z nolpmq , (83)

  lonpmq Z molpnq Z nomp lq# (84)

再进一步,我们固定方向 lp , 并让 mp 变为np , 我们就有

  lolpmq Z lolpnq# (85)

然后,我们注意到张量 Biopq 的下标p 和 q 是对称的, 我们还有等价关系式

  lolpmq Z lomp lq , lolpnq Z l onpl q , l ompnq Z l onpmq# (86)

这样,我们只有 5个不同的旋涡# 证明完毕# 

还有一个非常有趣的现象是这些不对称的旋涡的叠加不仅能得到对称的同阶旋涡解,而
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且还能得到低阶旋涡解, 甚至能互相完全抵消# 例如, 我们发现

Biopql olp lq + Biopql ompmq + Biopql onpnq = Bioppl o = $( Aiol o) = - A
2
Ai ol o , (87)

Biopql olp lq + Biopqmompl q + Biopqnonpl q = Bippql q S 0# (88)

显然,这种叠加属于同心异向的叠加# 有关旋涡解的分岔和演化我们将在另文中给出# 
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Superposition About the 3D Vortex Solutions

of the Fluid Dynamic Equation

HUANG Yong_nian,  HU Xin

( Depar tm ent of Mechan ics and Engineer in g Scien ce &State Key Labora tor y

for Turbulen ce Resear ch , Peking Un iv er sity , Beijing 100871, P R China )

Abstract: A class of exact general solutions of an axisymmetric flow of the fluid dynamic equations is

given. Then some examples are discussed. Some vortex solutions can be superposed to give other ex-

act solutions. It can be used to analyse the generation and evolution of the vortex ring.

Key words: vortex elements; spherical vortices; cylindrical vortices; superposition; symmetry
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