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<_半压缩算子和 <_强增殖算子
方程的迭代
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(四川师范大学 数学系, 成都 610066)

(我刊编委丁协平来稿)

摘要:  设 E 是任意实 Banach空间, K 是E 的非空闭凸子集# T : K y K 是一致连续<_半压缩映像

且值域有界# 设 an , bn , cn , ac
n , bc

n 和 cc
n 是[ 0, 1] 中的序列且满足条件: � ) an+ bn

+ cn = ac
n+ bc

n+ cc
n = 1, P n \ 0; � ) limbn = lim bc

n = limcc
n = 0; � ) E

]

n= 0

bn = ] ; � ) cn = o( bn)# 

对任意给定的 x 0, u0 , v 0 I K , 定义 Ishikawa迭代 x n 如下:

  
x n+ 1 = anxn + bnTy n + cnun ,

y n = ac
nxn + bc

nTx n+ cc
nvn   ( P n \ 0) ,

其中 un 和 vn 是K 中两个有界序列# 则 x n 强收敛于T 的唯一不动点# 最后研究了 <_强增

殖算子方程解的 Ishikawa迭代收敛性# 
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引   言

设 E 是任意 Banach空间, E
* 是其对偶空间# 3x , f

* 4是 x I E 与f
* I E

* 的广义对偶

对# 称映像 J : E y 2E
*

, J ( x ) = f
* I E

*
: 3x , f

* 4= +f
* + +x + , +f

* + = +x + 为

正规对偶映像# 若 E 是严格凸的, 则 J 为单值,我们记单值对偶映像为 j# 

以下用 D( A ) , D( T ) 和 R ( A) , R ( T ) 分别表示 A, T 的定义域和值域# 

称算子 A: D( A ) < E y E 为强增殖,若对任意 x , y I D ( A) ,存在 j ( x - y ) I J ( x - y )

及常数 k > 0使

  3Ax - Ay , j ( x - y ) 4 \ k +x - y +2# (1)

A 称为<_强增殖,若对任意 x , y I D ( A) ,存在 j ( x - y ) I J ( x- y ) 及严格增泛函 <: [ 0,

] ) y [ 0, ] ) , <(0) = 0使

  3Ax - Ay , j ( x - y ) 4 \ <( +x - y +) +x - y +# (2)

我们知道(例如, 见[ 1] ) ,强增殖算子类是 <_强增殖算子类的真子集# 与强增殖( <_强增
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殖) 算子密切相关的是强伪压缩( <_强伪压缩) 算子# 

称算子 T: D( T ) < E y E 为强伪压缩, 若对任意 x , y I D( T) , 存在

  j ( x - y ) I J ( x - y ) 和常数 t > 1使

  3Tx - Ty , j ( x - y ) 4 [ t
- 1 +x - y +2# (3)

T 称为 <_强伪压缩,若对任意 x , y I D( T) , 存在 j ( x - y ) I J ( x - y ) 和严格增泛函 <:

[ 0, ] ) y [ 0, ] ) , <(0) = = 0使

  3Tx - Ty , j ( x - y ) 4 [ +x - y +2
- <( +x - y +) +x - y +# (4)

进一步,称 T 为<_半压缩, 若T 的不动点集F( T) X <且对任意x I D( T ) , x
* I F ( T) ,

存在 j ( x - x
*

) I J ( x - x
*

) 和严格增泛函 <: [ 0, ] ) y [ 0, ] ) , <(0) = 0使

  3Tx - x
*

, j ( x - x
*

) 4 [ +x - x
* +2

- <( +x - x
* +) +x - x

* +# (5)

我们知道(见[ 1] ) ,强伪压缩算子类是 <_强伪压缩算子类的真子集# 文献[ 2] 中的例子

表明有不动点的 <_强伪压缩算子类是<_半伪压缩算子类的真子集# 从不等式(1) ~ (4) 易知

T 是强( <_强) 伪压缩算子当且仅当 A = I - T 是强( <_强) 增殖算子(其中 I 是恒等算子)# 

强伪压缩算子类和强增殖算子类已被许多作者广泛研究# 特别, De_imling[ 3,定理1318] 证明

了若 T : X y X 是强增殖和次连续(即: xn y x 蕴含Tx n y Tx ) ,则 T 是X 到X 的满射,即是说,

对每一 f I X , 方程 Tx = f 在Z 中有一个解 # 

在各种不同的假设下,许多作者已证明(挠动) Mann及 Ishikawa 迭代序列能用来逼近强伪

压缩 ( <_强伪压缩, <_半伪压缩) 算子的不动点和逼近强增殖 ( <_ 强增殖 ) 算子方程的

唯一解 # 例如, 见[ 1 ~ 10]# 

最近,Xu[ 11]和Chidume[ 12]定义了一类新的带误差的Mann及 Ishikawa迭代序列# 因为此定

义与误差的随机性相容, 所以更合理和令人满意# 使用新的带误差的迭代序列,他们在更弱的

假设下证明了新的迭代序列强收敛于强伪压缩算子的唯一不动点和强增殖算子方程

的唯一解# Chidume[ 12]证明了下面结果# 

定理 A  设 E 是任意 Banach空间, K 是E 的非空闭凸有界子集# 设 T: K y K 是一致连

续强伪压缩映像# 定义 x n
]
n= 0 如下:取 x 0, u0, v0 I K ,

  x n+ 1 = anx n + bnTy n + cnun , y n = a
c
nxn + b

c
nTxn + c

c
nvn  ( Pn \ 0) ,

其中 un
]
n= 0, vn

]
n= 0是K 中任意序列; an , bn , cn , a

c
n , b

c
n 和 c

c
n 是( 0, 1)中的实

序列且满足下列条件: � ) an + bn + cn = 1 = a
c
n + b

c
n + c

c
n, Pn \0; � ) l im bn = limb

c
n = limc

c
n

= 0; � ) E bn = ] ; � ) E cn < ] ,则 x n
]
n= 0 强收敛于 T 的唯一不动点# 

对于 <_半压缩算子, Zhou[ 13] 证明了下面结果# 

定理 B  设 Z 为实光滑Banach空间, K 是Z的非空凸子集# 设 T: K y K 是一致光滑<_

半压缩算子# An
]
n= 0和 Bn

]
n= 0是两个实数列满足: � )0 < An , Bn < 1, P n \ ] ; � ) An y

0, Bn y 0, n y 0; � ) E
]

n= 0

An = ] # 设 Ishikawa迭代序列 x n
]
n= 0满足 :

  x 0 I K ,  xn+ 1 = (1- An) xn + AnTyn , y n = (1- Bn) x n + BnTx n  ( Pn \ 0) ,

若 x n 有界,则 x n
]
n= 0强收敛于 T 的唯一不动点# 

关于 <_强增殖算子方程和<_半压缩算子, 参看[ 1, 2, 6, 8 ~ 10, 13]及其后的参考文献# 

本文的目的是在更弱的条件下, 把定理 A 和 B 推广到 Xu[ 11]与 Chidume[ 12]定义的带误差的
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Mann和 Ishikawa迭代,我们的结果推广和统一了近期许多重要结果# 

1  预 备知 识

为了证明我们的主要定理,我们还需下面的结果# 

引理 111[ 14]  设 E 是 Banach空间, J 是正规对偶映像, 则任取 x , y I E ,

  +x + y +2 [ +x +2
+ 23y , j4,   Pj I J ( x + y )# 

引理 112[ 15]  设 Qn
]
n= 0是非负实数列满足

  Qn+ 1 [ (1 - Kn ) Qn + o( Kn) ,   P n \ 0,

其中 Kn I [ 0, 1] , E
]

n= 0

Kn = ] # 则 Qn y 0( n y ] )# 

引理 113  设 E是实Banach空间# A: E y E为连续<_强增殖算子且值域有界# 设 <( r )

y ] ( r y ] )# 则任给 f I E ,方程 Ax = f 有唯一解# 

证明  取定数列 cn
]
n= 0满足 cn > 0, cn y 0( n y ] ) ,对每一 n = 0, 1, ,, 定义算子A n :

E y E# A n( x ) = cnx + Ax , Px I E# 则每个A n连续强增殖# 由Deimling[ 3,定理1318] 知,

任给 f I E ,方程 A nx = f 有唯一解x n I E ,即 cnx n + Ax n = f , Pn = 0, 1, ,# 因为 A 值域有

界, 所以存在M > 0使 <( +x n - x 0 +) [ +Ax n - Ax 0 + [ M# 注意当 r y ] 时 <( r ) y ] # 

我们有 +x n + 有界# 因此 Axn y f ( n y ] ) ,对任意 n, m > 0,由 <( +x n - x m +) [ +Axn

- Axm +和 <为严格递增知 xn 是 Cauchy 序列# 假设 x n y x ,则 A 的连续性蕴含着Axn y

Ax# 所有必有 Ax = f ,现在我们证明方程Ax = f 解的唯一性# 设还存在 x
* I E 使Ax

*
=

f , 则存在 j ( x - x
*

) I J ( x - x
*

) 使

  0 = 3Ax - Ax
*

, j ( x - x
*

) 4 \ <( +x - x
* +) +x - x

* +,

从而 <( +x - x
* +) +x - x

* + = 0, 这推出 x = x
* # 所以方程 Ax = f 的解唯一# 

2  主 要结 果

定理 211  设 E 是任意实Banach空间, K 是E 的非空闭凸子集# T : K y K 是一致连续<_

半压缩算子且值域有界# 定义序列 x n
]
n= 0如下:

  
x 0, u0, v 0 I K , xn+ 1 = anx n + bnTyn + cnun,

y n = a
c
nxn + b

c
nTx n + c

c
nvn  ( Pn \ 0) ,

(6)

其中 un
]
n= 0, vn

]
n= 0是K 中的有界序列; an , bn , cn , a

c
n , b

c
n 和 c

c
n 是[ 0, 1] 中的

实数列满足下面条件 :

� ) an + bn + cn = 1 = a
c
n + b

c
n + c

c
n , Pn \ 0 ; � ) lim bn = l im b

c
n = limc

c
n = 0; � ) E

]

n= 0

bn

= ] # � ) cn = o( bn ) # 

则 x n
]
n= 0 强收敛于 T 的唯一不动点# 

证明  因为 T 是<_半压缩算子,所以 T 的不动点集F( T) 非空# 设 q , q
* I F( T) 且 q

X q
*

, 则存在 j ( q - q
*

) I J ( q - q
*

) 使

+q - q
* +2

= 3Tq - q
*

, j ( q - q
*

) 4 [ + q - q
* +2

- <( +q - q
* +) + q - q

* + ,

所以 <( +q- q
* +) = 0# 因为 <是严格增的而且q X q

*
,我们有 <( + q- q

* +) > 0,这是
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个矛盾# 因此 q = q
*

, F ( T) 是单点集# 

由( 6)和引理 111,对任意 n \ 0,存在 j ( x n+ 1 - q ) I J ( xn+ 1 - q ) 使

+x n+ 1 - q +2
= +an ( x n - q ) + bn( Ty n - q ) + cn( un - q ) +2 [

    a
2
n +x n - q +2

+ 2bn3Txn+ 1 - q, j ( x n+ 1 - q )4+

    2bn3Tyn - q - ( Tx n+ 1 - q ) , j ( xn+ 1 - q )4+ 2cn3un - q , j ( xn+ 1 - q )4 [

    a
2
n +x n - q +2

+ 2bn[ +x n+ 1 - q +2
- <( +xn+ 1 - q +) +xn+ 1 - q +] +

2bnQn + 2cn3un - q , j ( x n+ 1 - q) 4, (7)

其中 Qn = 3Tyn - q - ( Txn+ 1 - q) , j ( x n+ 1 - q ) 4# 

因为 T 的值域, un 和 vn 都是有界的, 由(6) 易知 x n 也是有界的# 根据条件 � ) , � )

和 � ) , 我们有

xn+ 1 - y n = ( an - a
c
n ) x n + bnTy n - b

c
nTx n + cnun - c

c
nvn =

( b
c
n + c

c
n - bn - cn ) x n + bnTy n - b

c
nTx n + cnun - c

c
nvn y 0# 

由T 的一致连续性有 Txn+ 1 - Ty n y 0, 因此 Qn y 0( n y ] )# 令 M1 = sup
x I K

Tx 和 d =

max sup
n \0

+ un - q + + M1, 2M1, +x 0 - q + , 则由(6)有 +x n- q + [ d ( P n \0)# 从(7)我

们得到

+x n+ 1 - q +2 [ a
2
n +x n - q +2

+ 2bn +x n+ 1 - q +2
-

    2bn<( +x n+ 1 - q +) +x n+ 1 - q + + 2bnQn + 2cnd
2 [

    a
2
n +x n - q +2

+ 2bn +x n+ 1 - q +2
-

    2bn
<( +x n+ 1 - q +
1 + +x n+ 1 - q + +x n+ 1 - q +2

+ 2bnQn + 2cnd
2# (8)

下面我们考虑两种可能情况# 

情形 1  inf
n \0

<( +x n+ 1 - q +)

1+ +xn+ 1 - q + = m > 0# 不失一般性,我们假设 m I (0, 1)# 由(8) 有

+x n+ 1 - q +2 [
(1- bn - cn )

2

1- 2bn + 2bnm
+x n - q +2

+
2bnQn

1- 2bn + 2bnm
+

2cnd
2

1- 2bn + 2bnm
# 

由条件( � ) ,我们可假设 cn = Rnbn ( Rn y 0)# 因此存在 N1 > 0使 bn \ cn, P n \ N1# 所以

有

 +x n+ 1 - q +2 [ 1-
2bnm + 2cn - ( bn + cn )

2

1- 2bn (1 - m)
+xn - q +2

+
2bn

1- 2bn(1- m)
[ Qn + Rnd

2
] [

    1-
2bnm - 4bn

1- 2bn(1- m)
+xn - q +2

+
2bn

1 - 2bn(1 - m )
[ Qn + Rnd

2
]# (9)

因为 bn y 0, 所以存在N 2 > 0使 bn [ m/ 4, P n \N2# 令N = max N1, N2 , 则有 P n \N ,

2bnm - 4b
2
n = 2bn ( m - 2bn ) \ 2bn m - m/ 2 = mbn ,

(2bnm - 4b
2
n) / (1- 2bn (1- m) ) \ mbn# 

令 Kn = 2bn ( m - 2bn) / (1- 2bn (1- m) ) \ mbn 和t n = 2bn ( Qn + Rnd
2
) / (1- 2bn(1- m ) ) ,由

(9) 有

  +xn+ 1 - q +2 [ (1 - Kn ) +xn - q +2
+ tn# 

其中 E
]

n = 0

Kn = ] (由 � ) 可知) 和 t n = 0( Kn )# 根据引理 112有 +xn+ 1 - q +2 y 0# 因此 xn
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y q ( n y ] )# 

情形 2  inf
n \0

<( +x n+ 1 - q +) / (1+ +xn+ 1 - q + = 0# 因为 <: [ 0, ] ) y [ 0, ] ) 严格

增加,所以存在某个子序列 xn
j 强收敛于 q ( j y ] ) ,下面我们证明 xn y q ( n y ] ) # 

因为 x n
j

y q ( j y ] ) 和 bn y 0, Qn y 0, Rn y 0( n y ] ) ,所以对任给的 E> 0,存在某个

固定 j \ 1使

+x n
j
- q + < E和 bn

j
(1 + Rn

j
)
2
d
2
+ 2Qn

j
+ 2Rn

j
d

2 [ 2U( E) E# (10)

首先,我们证明 +xn
j
+ 1 - q + < E# 假设此结论不真,则我们有

+x n
j
+ 1 - q + \ E和<( +xn

j
+ 1 - q +) \ <( E)# 

由( 8)有

+x n
j
+ 1 - q +2 [ a

2
n

j
+xn

j
- q +2

+ 2bn
j
+xn

j
+ 1 - q +2

- 2bn
j
<( E) E+ 2bn

j
Qn

j
+ 2cn

j
d

2# 

所以我们可得

+x n
j
+ 1 - q +2 [

1 - 2bn
j
- 2cn

j
+ ( bn

j
+ cn

j
)
2

1- 2bn
j

+x n
j
- q +2

+

    1
1 - 2bn

j

[ 2bn
j
Qn

j
+ 2cn

j
d
2
- 2bn

j
<( E) E [

    +x n
j
- q +2

-
1

1 - 2bn
j

[ 2bn
j
<( E) E- ( bn

j
+ cn

j
)
2
d

2
- 2bn

j
Qn

j
- 2cn

j
d
2
] [

    +x n
j
- q +2

-
bn

j

1 - 2bn
j

[ 2<( E) E- bn
j
(1 + Rn

j
)
2
d
2

- 2Qn
j
- 2Rn

j
d

2
]# 

由( 10)及上面的不等式可得

+x n
j
+ 1 - q + [ +x n

j
- q + < E# 

这是一个矛盾# 所以必有 +x n
j
+ 1 - q + < E# 用同样的方法我们可证明 +x n

j
+ m - q + < E,

Pm \ 1# 所以,定理得证# 

注 21 1 定理211 从下面几方面推广了定理 A (Chidume[ 12] 的定理1) : ( 1) T的定义域K 可以是无界的; (2)

把一致连续强伪压缩算子推广到一致连续 <_半压缩算子; (3) 根据Chidume和Meore[ 16, p143] 引理 1知, 条件 cn

= 0( bn) 弱于条件 E
]

n= 0

cn < ] # 定理211还推广了 Xu [ 11] 定理 313, Ding[ 1] 推论312以及许多已知的结论, 参见

Xu[ 11] 注 4# 

注 21 2 我们易证: 当 T 的值域有界的假设换成序列 x n 有界, 定理 211 的结论仍然成立# 因此, 定理

211 也把定理 B(Zhou [13] 定理 212) 推广到一般 Banach 空间和带随机误差的 Ishikawa迭代# 

定理 212  设 E 是任意实Banach空间, A : E y E是一致连续<_强增殖算子# 设( I - A )

值域有界和 <( r ) y ] ( r y ] )# 给定 f I E ,定义 S : E y E , Sx = f + x - Ax ( Px I E )# 

定义序列 xn
]
n= 0 如下:

x 0, u0, v0 I E, xn+ 1 = anxn + bnSyn + cnun , y n = a
c
nxn + b

c
nSx n + c

c
nvn  ( P n \ 0) ,

其中 un 和 vn 是E 中任意有界序列, an , bn , cn , a
c
n , b

c
n 和 c

c
n 是[ 0, 1] 中的实

数列且满足定理 211的条件 � ) ~ � ) ,则序列 x n
]
n= 0 强收敛于方程 Ax = f 的唯一解# 

证明  根据引理113可得方程 Ax = f 解的存在性和唯一性# 设 q 是它的唯一解, 则 q是
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S 的唯一不动点# 而且我们有

  3Sx - q, j ( x - q ) 4= 3f - Ax + x - f + q - q , j ( x - q) 4 =

      3x - q , j ( x - q) 4- 3Ax - q , j ( x - q ) 4 [

      +x - q +2
- <( +x - q +) +x - q +# 

因此 S 是<_半压缩算子且S 也是值域有界# 由定理211知 x n
]
n= 0强收敛于S 的唯一不动点

q ,即 x n
]
n= 0 强收敛于方程 Ax = f 的唯一解 q # 

注 21 3 定理 212 从下面几方面推广了 Chidume[ 12]定理 2: ( 1)把强增殖算子推广到 <_ 强增殖算子; (2) 条

件 cn = 0( bn) 比 E
]

n= 0

cn < ] 更弱# 因此,定理212也推广了Xu [11] 定理 311,Osilike[10] 定理1及许多已知结果# 

定理 213  设 E 是任意实Banach空间, A
*

: E y E是一致连续增殖算子且值域有界,给定

f I E,定义 S
*

: E y E, S
*

x = f - A
*

x ( Px I E)# 定义迭代序列 xn
]
n= 0 如下:

x 0, u0, v0 I E, xn+ 1 = anxn + bnS
*

yn + cnun, yn = a
c
nx n + b

c
nS

*
xn + c

c
nvn  ( Pn \ 0) ,

其中 un 和 vn 是E 中任意有界序列, an , bn , cn , a
c
n , b

c
n 和 c

c
n 同定理 212, 则

x n
]
n= 0 强收敛于方程 x + A

*
x = f 的唯一解# 

证明  定义 A = I + A
*

,其中 I 是E 上的恒等算子, 则 x + A
*

x = f 化为Ax = f ,这里A :

E y E 是一致连续强增殖算子,因此 A 也是一致连续<_强增殖算子# 方程 x + A
*

x = f 解

的存在性和唯一性由定理 212就可得知# 显然, I_T 值域有界# 注意到 S
*

x = f - ( A - I ) x

= f + ( I - A ) x = Sx ,这里 S 同定理 211中所定义# 则定理 213可由定理 212得出# 

注 21 3 定理 213 从以下方面推广了 Chidume[12]定理 3:把条件 E
]

n= 0

cn < ] 削弱为 cn = o( bn)# 
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Iterative Process to <_Hemicontractive
Operator and <_ Strongly Accretive

Operator Equations

DING Xie_ping,  ZHANG Hong_lin

( Depa rtm ent of Mathema tics , Sichuan Norm al Un iver sity , Chengdu 610066, P R China )

Abstract: Let E be an arbitrary real Banach space andK be a nonempty closed convex subsets of E .

Let T : K y K be a uniformly continuous <_ hemicontractive operator with bounded range and an ,

bn , cn , ac
n , bc

n , cc
n be sequences in [0, 1] satisfying: � ) an+ bn+ cn = ac

n+ bc
n+ cc

n =

1# Pn \ 0; � ) lim bn = lim b
c
n = limc

c
n = 0; � ) E

]

n= 0

bn = ] ; � ) cn = o ( bn )# For any given x 0, u0,

v0 I K , define the Ishikawa type iterative sequence x n as follows:

  
x n+ 1 = anxn + bnTy n + cnun ,

y n = ac
nxn + bc

nTx n+ cc
nvn  ( P n \ 0) ,

where un and vn are bounded sequences in K . Then x n converges strongly to the unique

fixed point ofT . Related result deals with the convergence of Ishikawa type iterative sequence to the

solution of <_ strongly accretive operator equations.

Key words: <_ strongly accretive operator; <_ hemicontrictive operator; Ishikawa type iterative se-

quence; Banach space
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