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带裂纹方形截面杆扭转问题的自然
边界元与有限元耦合法

X
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摘要:  根据基于区域分解的自然边界元与有限元的耦合法,研究了带裂纹的方形截面杆的扭转

问题,编制了耦合法计算程序, 计算了几种尺寸截面的抗扭刚度、截面各点的应力及裂纹的应力强

度因子,并绘出了裂纹尖端的应力分布图# 计算中,还探索了松弛因子对迭代收敛速度的影响# 

从实践上证实了自然边界元与有限元的耦合法所具有的优点# 
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引   言

近二、三十年来,有限元方法、边界元方法在科学和工程计算等众多领域获得了广泛的应

用,同时,它们各自的局限性也逐步地暴露出来# 但是, 有限元和边界元的优缺点正好有互补

的特点# 如果将这两种方法结合起来使用,将具有极大的优越性# 尤其是余德浩等人发展起

来的自然边界元方法
[ 1]
具有方程推导直观,形式唯一, 计算量小, 且经边界归化能量泛函值保

持不变等优点, 使得它与有限元的耦合更有着许多独特的优点# 

自然边界元与有限元的耦合法
[ 1] [ 2] [ 3]

吸取了有限元法能适应较任意区域的优点, 克服了

自然边界归化对区域的限制, 大大拓广了其应用范围# 另一方面,这一耦合也保持了自然边界

归化适于处理无穷区域及某些断裂,凹角区域上的边值问题的优点, 克服了通常有限元法在处

理此类问题时精度将大大降低的缺点, 从而能获得理想的计算结果# 

有限元与自然边界元的耦合有几种不同的具体表现形式[ 4] , 一种较为常用的方法是基于

有限元的耦合法,它是将边界元部分看作有限元的一个特殊单元,最后得到一个统一的方程# 

这样做的缺点在于最后形成的总刚度矩阵将失去原有的带状、稀疏的性质# 另一种方法是基

于区域分解的耦合法,这种方法是把整个求解区域分成若干个子区域,在这些子区域上分别应

用有限元或边界元, 分别列方程,并且应用迭代法来求解# 这类算法将问题分解,由大化小,由

复杂化简单,其优越性是显而易见的# 区域分解又分为有重叠的区域分解和无重叠的区域分

解两种# 有重叠的区域分解以 Schwarz交替法为算法基础,无重叠的区域分解则应用D_N交替
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法迭代求解# 本文后面研究带裂纹的方形截面杆的扭转问题时,采用了 D_N交替法# 

1  带裂纹方形截面杆的扭转问题

设 8是如图1( a) 所示区域,设 U为Plandt l扭转应力函数则可得此等截面直杆扭转的基本

方程为:

  
$U= - 2GJ   ( 8 内) ,

U= 0   ( #1 G #2 G #3上)# 
(1)

及

  Szx =
5U
5y , Szy = -

5 U
5x , (2)

这里 J为单位长度的扭转角,由下式得出:

  J=
M t

GJ
, (3)

其中, Mt 为杆端扭矩, G 为抗剪模量,

  J = 2QQ8
Udxdy# 

( a) 截面图               ( b) 区域分解

图  1

该弹性杆扭转时,在裂纹尖端 O点附近, 将出现应力集中# 如果单独使用有限元方法,那

么,裂纹尖端 O 点附近的应力值将难以获得理想的精度# 而单独使用自然边界元方法, 则该

求解区域的Green函数又难以求得# 而应用耦合法则正好弥补了上述两个缺点# 本文以单

位圆周 #4为人工边界, 将区域 8被分为不相重叠的子区域8 1、82(图1(b) ) ,在 81内应用自然

边界元方法, 在 82内应用有限元方法# 这样,有限元部分不涉及奇点问题# 而且在裂纹尖端

附近也可以得到精度较高的结果# 

2  扇形域上的自然边界元方法

若令 U= GJ U1-
1
2
r
2

,其中 r = x
2
+ y

2
,则方程(1) 在 81 上可化为
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$U1 = 0   ( 81 内) ,

U1 =
1
2
r
2   ( # c

2 G #c
3 上) ,

U1 = U10   ( #4 上)# 

(4)

由此易得 U1 的 Poisson积分公式:

  U1( p ) = - Q#

5
5 ncG ( p , pc) U10( pc)dsc   ( p I 81)# (5)

其中 p = ( x , y ) , pc= ( xc, yc) , dpc= dxcdyc# 对上式取法向导数并令 p 由 81内部趋向边界

#4,得到自然积分方程的表达式:

  
5U1( p )
5 n

= - Q#

52

5n5ncG ( p , pc)
(- 0)

U10( pc)dsc   ( p I #4)# (6)

其中积分核的上标( - 0)表示 p 由 8 1内部趋向边界 #4时取极限# 

已知保角映射

  X =
z
P/ A

+ R
P/ A

z
P/ A

- R
P/ A

2

映半径为 R、张角为 A的扇形域到上半平面# 利用上半平面的Green函数和保角映射下Green

函数间关系,我们得到扇形域的如下结果:

  G( z , zc) =
1
2P

ln
z
P/ A

- �zcP/ A R
2P/ A

- ( z�zc)P/ A

z
P/ A

- �zcP/ A R
2P/ A

- ( z�zc)P/ A
  ( z , zc I 81) , (7)

  5G
5 nc =

| zc |
P
A- 1

R
2P/ A

- zc2P/ A ( R
2P/ A

- | z |
2P/ A

)

A| ( R
2P/ A

- ( zzc)P/ A) ( zP/ A- ( zc)P/ A |
2 Imz

P/ A   ( z I 81, zc I # ) (8)

52

5 n5ncG( p , pc) = -
P | zcz |

P
A
- 1

| R
2P/ A

- zc2P/ A | | ( R
2P/ A

- z
2P/ A

) |

A2 | ( R
2P/ A

- ( zzc)P/ A) ( zP/ A- z
cPA) |

2
  ( z , zc I # ) , (9)

其中, # = #
c
2 G #

c
3 G #4# 将式(8)、(9) 分别代入式(5)、(6) , 可得此扇形域上扭转应力函数

的Poisson积分公式及自然积分方程的表达式# 

求得 U后,就可以由式(3) 求得抗扭刚度和单位扭转角# 

再对 U求关于x、y的偏导数, 得到
5 U
5x ,

5 U
5y ,代入(2) 式,即可直接计算出应力 Szx 和Szy# 由

裂纹尖端的应力又可求出该裂纹的应力强度因子 K Ó# 

本文应用 D_N交替法对原问题进行迭代求解时, 只要求为 82 上的有限元提供人工边界

上的法向导数值# 因此,实际上不用解自然积分方程, 而只要应用自然积分公式求出法向导

数# 自然积分公式中包含了强奇异积分, 可应用积分核级数展开法或奇异部分分离法来计

算[ 1] [ 4] [ 5]# 

3  算 法设 计

根据 D_N交替法的思想,首先在人工边界上给定一个初值, 然后在 81 上用自然边界元方

法算出人工边界上的外法向导数值,由该外法向值在 8 2上应用有限元方法又可求得人工边界

上解的新近似值# 反复迭代,便可得到要求精度的结果# 具体计算步骤如下:

第一步,选 #4 的初始值 K0

第二步,应用自然边界元方法解如下方程
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$U
2i+ 1

= - 2Gk   ( 81 内) ,

U2i+ 1
= Ki   ( #4 上) ,

U2i+ 1
= 0   ( #c

2 G #c
3上) ,

得边界 #4上的法向导数值

第三步,在 82上应用有限元方法解如下混合边界问题

  

$U
2( i+ 1)

= - 2Gk   ( 82 内)

5U2( i+ 1)

5 n2
= -

5 U2i+ 1

5 n1
  ( #4上)

U
2( i+ 1)

= 0   ( #1 G #
d
2 G #

d
3上)

求得 #4上的函数值# 

第四步, 适当选取权系数 X,计算 K
i+ 1

= XU
2i+ 1

+ (1- X) U
2( i+ 1)

, 如果 #4上的函数值 K
i+ 1

达到要求的精度,则转为第五步,否则转第二步

第五步,求应力# 

4  计算结果与数据分析

表1给出了几种截面尺寸情况下杆件的抗扭刚度(设 Gk = 1) ,并与同截面尺寸的无裂纹

的实心方形截面杆的抗扭刚度进行了比较# 

  表 1  带裂纹的方形截面直与实心方形截面杆的抗扭刚度比较

截
面
尺
寸

刚
度

杆型

带裂纹的方形截面杆 实心的方形截面杆

3@ 3 51496 111421

4@ 4 181242 361096

5@ 5 461986 781125

如图 2所示, 在裂纹尖端附近产生很强的应力集中,在距离裂纹尖端稍远的地方, 应力值

急剧下降,应力在达到一个极小值后,又趋于增大# 

应用本文方法求得裂纹尖端的应力后,又可求出裂纹的应力强度因子# 当 Gk = 1时,对4

@ 4截面的杆件, 裂纹长度为2, 应力强度因子为11462;对5 @ 5截面的杆件,裂纹长度为215,应
力强度因子为 21154# 这些结果均与文献[ 10] 的结果相符# 

4  结  束  语

1) 自然边界元方法对于一些带裂缝的典型区域有着独特的优越性, 它可以通过 Green函

数和复变函数论中的保形映射求得解的解析表达式# 有限元方法则由于其网格剖分比较自由

而适合于不规则区域的问题# 应用自然边界元与有限元的耦合法则充分利用了它们各自的优

点,取长补短,使得在带有裂缝的不规则区域中,仍可以较好的求得原问题的解# 

2) 自然边界元与有限元的耦合法简单直接# 在自然边界元部分,并不需要求解自然边界

积分方程, 而只要按照式( 6)求出弧边界的法向导数,即可提供 8 2域中的混合边值问题所需的
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( a) 应力                 ( b)应力等值线

图 2 8 1内的应力及其等值线

自然边界条件# 在 82中应用有限元求解混合边值问题也很简单# 

3) 松弛因子的选取对迭代收敛速度的影响很大# 在此有界区域的情况下,松弛因子减

小,收敛速度加快# 当松弛因子取 012时,迭代收敛速度最快# 这与在无界区域的情况下松弛

因子取015时收敛速度最快有所不同# 

4) 标准有限元难以计算应力集中附近的应力,而只能给以近似的描述,应用本耦合法则

可以得到理想的结果,在应力集中附近也可得到光滑的应力值# 

5) 本文所述耦合法在适用范围上有一定的普遍性# 它不仅可以求解带裂纹方形截面杆

的扭转问题,还可以求解一般多角形截面(带裂纹)杆扭转问题, 或更一般截面杆的扭转问题# 

根据区域分解法原理,该耦合法还可用于多裂纹杆的扭转问题# 

致谢  在完成论文的过程中, 余德浩教授给予了许多帮助, 深表感谢!
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The Coupling Method for Torsion Problem of

the Square Cross_Section Bar With Cracks

ZHAO Hui_ming,  DONG Zheng_zhu,  CAO Ying_luo

( Depa rtm ent of Mathem atics and Mechan ics , China Univer sity of Min ing

and Techn ology , Xuzhou 221008, P R China )

Abstract: By coupling natural boundary element method ( NBEM) with FEM based on domain decom-

position, the torsion problem of the square cross_sections bar with cracks have been studied, the

stresses of the nodes of the cross_sections and the stress intensity factors have been calculated, and

some distribution pictures of the stresses have been drawn. During computing, the effect of the re-

laxed factors to the convergence speed of the iterative method has been discussed. The results of the

computation have confirmed the advantages of the NBEM and its coupling with the FEM.

Key words: natural boundary element method ( NBEM) ; finite element method (FEM); couple; tor-

sion
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