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一类带非线性边界条件的拟线性抛物方程
的第二初边值问题
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摘要:  利用先验估计的方法讨论具非线性第二边界条件的快扩散方程解的存在性、唯一性、稳定

性和渐近性# 主要结果是: 1) 存在唯的整体广义解, 解连续依赖于初值; 2) 存在 T 0 , t < T 0 时解

是无穷次可微的正则解; 3) 当 t充分大时, 解一致收敛到零# 
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引   言

形如

  ut = ( a( u ) ux) x + b ( u) x + c( u)   ( a(0) = + ] ) (1)

的快扩散方程有其重要的物理背景
[ 1]# 近年来, 国内外对它的研究已有了一些成果, 例如[ 2]

和[ 3]等分别讨论了方程( 1)和方程 ut = ( u
m- 1

ux ) x + ( u
n
) x , (0 < m < 1, n > 1) 的Cauchy问

题,主要结果是,存在唯一的整体光滑解且解在 L
1
范数意义下连续地依赖于初值# 

本文讨论如下的第二初边值问题:

  

ut = ( u
m- 1

ux) x   (0 < x < 1, t > 0) ,

ux | x= 0 = u
A
,  ux | x= 1 = 0   ( t > 0) ,

u | t = 0 = u0   (0 [ x [ 1) ,

(2)

0 < m < 1, A> 2# 我们证明: t > 0时问题(2) 存在唯一的非负的弱解 u,它在L
1
范数意义下

连续地依赖于初值; 存在正数 T 0, t < T 0时 u是(2) 的 C
] 光滑的正则解; t充分大时, 0 [ u [

Ct
1/ m- 1

关于方程( 1)的第二边值问题的研究也已经有了一些成果,例如[ 4]讨论了如下的问题:

  

ut = $( u
1
m)   ( x I 8, t > 0) ,

5 u
5 n = mn

m+ A- 1
m   ( x I 5 8 , t > 0) ,

u( x , 0) = u0   ( x I �8 )# 

(3)
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其主要结果是:如果 m > 1, 2A [ m+ 1, 在 �8 上处处有u0 > 0,则问题(3) 存在整体的弱解# 

这里,我们将问题(2) 和(3) 作一比较# 记 u表示温度, 则条件
5u
5 n 5 8

= mu
m+ A- 1

m 意味着沿 8

边界 5 8的每一点, 热量都是从外部流向内部的, 因此, t2 > t 1 \0时,Q8
u( x , t 2)dx \Q8

u( x ,

t 1)dx ;另一方面,由(2) 中的边界条件可知, t 2 > t 1 \ 0时,Q
1

0
u( x , t2)dx [ Q

1

0
u( x , t1)dx ,由

Bootstrap理论可知, 在 Q中任一使u > 0的点的领域内都有 u I C
]
, 并且 u满足(2) 中的方

程# 虽然 t增加时, (3)中的Q8
u( x , t )dx 越来越大而(2) 中的Q

1

0
u( x , t ) dx 越来越小,但本文却

不仅得到弱解的整体存在性,而且还得到T 0,使得 u I C
]
( QT

0
)# 也就是,本文在较弱的条件

下得到了较强的结论# 

记 QT = (0, 1) @ (0, T ) , Q = (0, 1) @ ( 0, + ] ) , Q
S
= (0, 1) @ ( S, T )# 我们假定:

  Ho: 0 [ u0( x ) [ M,  Q
1

0
u0( x )dx = �u0 > 0# 

我们称 u是(2) 在 QT 中的解, 如果 1) u 有界连续非负; 2) u
m
有有界的广义导数; 3) u 满足

  QQ
T

1
m
u
m
x <x - u<t dxdt = Q

1

0
u0<( x , 0) dx ,

其中, < I C
1
( �QT ) , <x | x= 0, 1 = 0, < | t = T = 0; 4) t y 0时,

  Q
1

0
u( x , t )dx y �u 0# 

1  先 验估 计

为了证明主要定理, 我们先给出如下的引理:

引理 1(梯度估计)  如果 u 是(2) 的光滑的正解,则

  ( u
m- 1

2 ) x [ 1- m
2(1+ m) t

, (4)

  - u
(1+ m) t

[ ut [ u
(1 - m) t

# (5)

证明  变换 V =
1

m - 1u
m- 1

,则(2) 中的方程变为

  Vt = (m - 1) VVxx + V
2
x# (6)

记 = Vxx ,则有

  p t = (m - 1) Vpxx + 2mVxpx + (m + 1) p
2# (7)

由于 p 0 =
- 1

(1 + m) t
是(7) 在初值 p 0( x , 0) = - ] 下的解,由比较原理:

  p ( x , t ) \ - 1
(1+ m) t

  (0 [ x [ 1)# (8)

把( 8)代入(6)得, Vt \ (m - 1) V - 1
(1+ m) t

,于是有 ut \ - u
(1+ m) t

# 再作 q =
u t

u
,则由(2) 得

  qt = (m - 1) Vqxx + 2mVxqx - (1- m) q
2# (9)

因为 q0 =
1

(1- m) t
是(9) 当 q 0( x , 0) = + ] 时的解, 仍由比较原理, q ( x , t ) [ 1

(1 - m) t
,从
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而

  ut [ u
(1- m) t

  (0 [ x [ 1)# (10)

把( 8)和( 10)代入( 2)中的方程可得知( 4)也成立# 引理证毕# 

引理 2  如果 u 是问题(2) 足够光滑的正解,则

  u( x , t ) [ 2
m

| ( u
m
) x | # (11)

证明  对任意的 ( x 0, t0) I Q,任意的正数 h,作函数

  f h =

4

3Ph6 h
2
- ( x - x 0)

2
- ( t - t 0)

2
( t - t 0)

3   ( ( x , t ) I Dh) ,

0 ( ( x , t ) I Q - Dh) ,

这里, Dh = ( x , t ) I Q, ( x - x 0)
2
+ ( t - t 0)

2 [ h
2

,因此当 h是足够小时,有 Dh < Q,并

且

A)  QD
h

f ht ( x , t )dx dt = 1,

B)  lim
hy 0

f ht ( x , t ) =
]   ( x , t ) = ( x 0, t 0) ,

0   ( x , t ) X ( x 0, t 0)# 

由于QD
h

uf htdxdt = QD
h

1
m
u
m
x f hx dxdt , 故由 A)和 B)可得

  QD
h

1
m
u
m
x f hxdxdt [ 2

m
| ux( x 0, t0) |   ( h y 0) ,

  QD
h

uf htdxdt y u( x 0, t 0)   ( h y 0)# 

从而, u( x 0, t0) [ 2
m

| u
m
x ( x0, t 0) | # 又因为( x 0, t 0) 是 Q 中的任意一点,故知引理成立# 

对任意的正数 D,令 u0, D( x ) = D+ Q
1

0
u0( y ) JD( x - y )dy# 此处, J 是熟知的光滑算子# 

因此, D [ u0, D [ D+ M# 

引理 3  若问题 ( 2)中的初始条件为: u | t = 0 = u0D, 则问题 (2) 存在唯一的正解 uD I

C
]
( Q)

证明  对任意的 T > 0,令 u
1- A

= w ,在 QT 中考虑如下的问题:

  ( o)

w t = w
m- 1
1- Awxx +

m - 1+ A
1 - A

w
m- 2+ A

1- A w
2
x   (0 < x < 1, 0 < t < T ) ,

wx | x= 0 = 1- A,  wx | x= 0 = 0   (0 < t < T ) ,

w | t= 0 = u
1- A
0D   (0 [ x [ 1)# 

记 MT = C1D
1- A

exp[ C2T ] , C1和 C2 是待定的正数, 构造 C
]
( R ) 函数 F( r ) 和H ( r ) , 使得

  F( r ) =

有界   ( r \ MT ) ,

r
m- 1
1- A   ( ( D+ M )

1- A [ r < MT ) ) ,

单调   ( 0 [ r < ( D+ M )
1- A

) ,

2D
m- 1
1- A   ( r [ 0)# 
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  rH ( r ) =

有界   ( r \ MT ) ,

m - 1 + A
1 - A

r
m- 1
1- A   ( r < MT )# 

考虑

  (p)

E t = F( E) Exx + H (E ) E
2
x   (0 < x < 1, 0 < t < T ) ,

Ex | x= 0 = 1 - A, Ex | x= 1 = 0   ( t > 0) ,

E | t = 0 = u
1- A
0D   (0 [ x [ 1)# 

由[ 5]中定理 714, 问题( p) 存在唯一的解 E , E I C
2+ B, 1+ B

2 ( QT )# 由极值原理, E \ ( D+

M)
1- A

,再由[ 5] 中定理 713, E [ K1exp[ K2T ] max | u0, D |
1- A

, K1、K2是依赖于 m和A的正数# 

现在我们取 C1 = K1, C2 = K2,由 F 和H 的定义可知, E 是问题( o) 的解 # 记 E = XD则由

Bootstrap理论[ 6] 可知, XD I C
]
( QT )# 因而, uD = w

1
1- AD , uD满足

  D( K1exp[ K2T] )
1

1- A [ uD( x , t ) [ D+ M   ( ( x , t ) I �QT )# (12)

uD就是问题(2) 在初始条件 uD | t= 0 = u0D下的解, uD I C
]
( QT )# 由于 T 是任意的,故 uD I

C
]
( Q)# 

2  主 要结 论

在作了上面的准备以后, 我们来证明本文的主要结论# 

定理 1(存在性,唯一性,稳定性)  问题( 2)在 Q 中存在唯一的弱解, 解在 L
1范数意义下

连续依赖于初值 u0( x )# 

证明  对于 T > 0和任意的 D> 0,我们有序列 uD # 由引理1和(12) 式知,对任意的 S

> 0, uD 在�Q
S
中等度连续且一致有界# 因而由Arzela定理, 存在函数 u( x , t ) ,当 Dy 0时 uD

y u , u 在�QS中连续并且u \ 0# 由 S的任意性, u I C( QT )# 对于试验函数 <,我们有

  QQ
T

1
m
( u

m
D ) x<x - uD<t dxdt = Q

1

0
u0D( x ) <( x , 0)dx# 

令 D y 0,则由引理 1, ( umD ) x 弱收敛于( u
m
) x , 故广义导数( u

m
) x 在QT 中存在且有界# 于是

  QQ
T

1
m
( u

m
) x<x - u<t dxdt = Q

1

0
u0( x ) <( x , 0)dx# (13)

因为 uD满足(2) ,故在0 [ x [ 1上积分(2) 式再令 Dy 0,则得到,当 t y 0时,Q
1

0
u( x , t ) dx y

�u0# 由于 T 是任意的,故知 u 是问题(2) 在 Q 上的弱解# 定理证毕# 

为了讨论解的唯一性与稳定性,我们取函数

  p ( x ) =

exp
- 1
x

2 exp - 1
(1 - x )

2   (0 < x < 1) ,

0   ( x [ 0) ,

1   ( x \ 1) ,

显然, p ( x ) I C
]
( R

1
) ,并且 pc( x ) \ 0# 对正数 E, 令 pE( x ) = p

x
E

# 如果 u1D( x , t ) 和

u2D( x , t ) 是相应于初值 u10, D和u20,D的两个解,作 S =
1
m
( u

m
1Du

m
2D) ,则有

1204 潘   佳   庆



  Q
1

0
( u1D- u2D) t pE( s)dx [ - ( u

m- 1+ A
1D - u

m- 1+ A
2D ) pE | x= 0# 

由 pE( s ) 的定义可知,在 x = 0处,若 u1D [ u2D,则 pE= 0,若 u1D > u2D,则 pE> 0# 因此,总

有Q
1

0
( u1D- u2D) t pE( s )dx [ 0# 令 E y 0,则 pE( s) y sing( s) ,因此对 0 [ t [ T ,我们有

  Q
1

0
[ u1D( x , t ) - u2D( x , t ) ] + dx [ Q

1

0
[ u10, D( x ) - u20,D( x ) ]+ dx# 

令 Dy 0,Q
1

0
[ u1( x , t ) - u2( x , t ) ] + dx [ Q

1

0
[ u10( x ) - u20( x ) ]+ dx# 这里函数[ f ( x ) ]+ 的定义

是

  [ f ( x ) ]+ =
f ( x )   ( f ( x ) \0) ,

0   ( f ( x ) < 0)# 

同理Q
1

0
[ u1( x , t ) - u2( x , t ) ]- dx [ Q

1

0
[ u10( x ) - u20( x ) ]- dx# 因此我们有

  Q
1

0
| u1( x , t ) - u2( x , t ) | dx [ Q

1

0
| u10( x ) - u20( x ) | dx# (14)

由( 14)我们得知定理结论成立# 

定理 2(正则性)  如果 u ( x , t ) 是问题(2) 的弱解,则存在正数 T 0, u I C
]
( QT

0
)# 其中

  T 0 =
( A- 2)�u0

m - 3 + 2A
1- m

2

2

m- 1+ A
m- 3+ 2A

m- 3+ 2A
A- 2

# (15)

证明  由( 4)可知,对任意的 D, u
m- 3

2D uDx [ 2
(1 - m

2
) t

,故 uD(0, t ) [ 2

(1- m
2
) t

1
m- 3+ 2A

因此

  Q
1

0
uD( x , t )dx = �u0D-Q

t

0
u
m- 1+ A
D (0, S)dt \

      �u0D-
m - 3+ 2A
A- 2

2

1- m
2

m- 1+ A
m- 3+ 2A

t
A- 2

m- 3+ 2A# 

令 D y 0,取 T 0 如(15) , 则

  Q
1

0
u( x , t )dx > 0   (0 < t < T 0)# (16)

由( 16) , 必有 x 1, 0 [ x 1 [ 1, 使得 u( x 1, t ) > 0# 由 (4) , u
m- 1

2D ( x , t ) [ u
m- 1

2D ( x 1, t ) +

1- m
2(1+ m) t

,从而 uD( x , t ) \ u
m- 1

2D ( x 1, t ) +
1 - m

2(1 + m) t

2
m- 1

, 0 [ x [ 1, 0 < t < T 0# 令

D y 0,则有

  u( x , t ) \ u
m- 1

2 ( x 1, t ) +
1- m

2( 1+ m) t

2
m- 1

\0   ( 0 [ x [ 1, 0 < t < T 0)# 

(17)

由[ 6]中定理3, u( x , t ) 在Q中大于零处无限次连续可微且满足(2) 中的方程,因此由(17) 式,

u I C
]
( QT

0
) , u 在QT

0
中是(2) 的正则解# 

由( 17) ,我们有

推论 1  设 u( x , t ) 是问题(2) 的弱解,则对于0 [ x [ 1, u( x , t ) > 0的充要条件是存在

x 1 I [ 0, 1] , u( x , t ) > 0# 
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由于
d

dtQ
1

0
uDdx [ 0, 因此 t 1 [ t2 时Q

1

0
( u( x , t2)dx [ Q

1

0
u( x , t1)dx# 因而由推论 1又有:

推论 2  如果存在 ( x 0, t0) I Q, u( x 0, t 0) = 0, 则当( x , t ) I Q - Qt
0
时 u( x , t ) = 0# 

关于对抛物方程解的大时间性态的研究已有了许多结论,所使用的方法也各不相同,这些

结论常用 L
p范数的形式给出,如 +u +L

p [ Ct
- R

, R> 0# 本文中,我们使用引理1和引理2可

以简洁地用一致范数给出解 u( x , t ) 的大时间性态的结论# 

事实上, 如果 u是问题( 2) 的弱解,则 u \0# 对任意的( x 1, t1) I Q,如果 u( x 1, t1) > 0,

则由 Bootstrap 理论可知, 在 ( x 1, t 1) 的某邻域内 u I C
]
, 故由 (4) 和 (11) , u [

18

(1 - m
2
) t

1
1- m

# 即有

定理 3(渐近性)  设 u 是(2) 的弱解, 则

  u [
18

(1 - m
2
) t

1
1- m

  ( t > 0)# 

最后,我们归纳本文的主要结论如下:

1) 存在唯一的非负弱解 u, 并且 u I C
]
( QT

0
) , u在L

1范数意义下连续依赖于处值 u0( x )

2) | ( u
m- 1

2 ) x | [ 1- m
2(1+ m) t

;
1

m - 1
u
m- 1

xx
\ - 1

(1+ m) t
;

- u
(1 + m) t

[ u t [ u
(1- m) t

;

3) 如果 u1, u2 是相应于初值 u10, u20的两个解,则

  Q
1

0
| u1( x , t ) - u2( x , t ) | dx [ Q

1

0
| u10( x ) - u20( x ) | dx ;

4) u [ 18

(1- m
2
) t

1
1- m

  ( t > 0)# 
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The Second Initial_Boundary Value Problem for a

Quasilinear Prabolic Equations With Nonlinear

Boundary Conditions

Pan Jia_qing

( Departm ent of Mathem atics , J im ei Univer sity , Jimei , Xiam en 361021, P R China )

Abstract: With prior estimate method, the existence, uniqueness, stability and large time behavior of

the solution of second initial_boundary value problem for a fast diffusion equation with nonlinear

boundary conditions are investigated. The main results are: 1) there exists only one global weak solu-

tion which continuously depends on initial value; 2) when t < T0 , the solution is infinitely continuous-

ly differentiable and is a classical solution; 3) the solution converges to zero uniformly as t is large e-

nough.

Key words: fast_diffusion; quasilinear; nonlinear boundary conditions; second initial_boundary value

problem
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