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摘要:  利用小波具有的良好局部化特性, 用小波函数对位移场进行逼近, 建立了小波数值计算格

式,模拟了裂纹尖端的奇异性问题# 算例求出了裂纹尖端的应力强度因子, 数值结果显示出该方

法具有良好的数值精度# 
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引   言

断裂力学在各种工程领域中有着广泛的应用# 在断裂力学中,裂纹尖端的应力场、位移场

以及表示裂纹尖端的应力场强弱程度的应力强度因子都是研究的重要内容[ 1]# 对于无穷平面

断裂问题的求解,在一定条件下,可以用复变函数和积分变换法求解析解# 但对于有限平面裂

纹问题却需采用数值方法# 由于裂纹尖端的奇异性,数值求解存在一定的困难,目前主要使用

的数值方法有边界单元法、解析_变分法、有限元法和等参奇异元[ 2, 3]# 

近年来,小波理论作为一种新的数学工具迅速发展起来, 被广泛地应用于信号处理、图象

压缩、模式识别、微分方程求解等# 它以同时在时频两空间具有良好的局部化特性而优于傅里

叶分析,并可以随着小波空间的提高聚焦到对象的任意细节,对奇异性分析具有重要的意义# 

小波分析已用于奇异性探测[ 4] ,微分方程数值解[ 5]等# 本文利用了小波的这一特性,针对裂纹

问题在裂纹尖端存在着奇异性,直接由泛函出发, 用小波尺度函数对平面断裂问题的位移场

进行逼近, 建立起小波数值计算格式# 与此同时, 对具有中心裂纹和双边裂纹有限平面问题

分别进行了数值计算, 求出了裂纹尖端的应力强度因子# 通过比较显示了本方法的可靠性和

精度# 

1  小波的基本概念

假设 Nm( x )为由下述方程递归定义的 m阶B_样条, Nm( x ) 为Nm- 1( x ) 与N 1( x ) 的卷积,

其中 N1( x ) 是区间[ 0, 1] 上的特征函数,
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  N1( x ) = V [ 0, 1] ( x ) ,

  Nm( x ) = (Nm- 1* N1) ( x ) = Q
1

0
Nm- 1( x - t)dt   ( m = 2, 3, 4,)# (1)

记    U( x ) = Nm( x ) , Uj , k( x ) = U(2jx - k ) , (2)

Pj I Z,定义

  Vj = span Uj, k( x ) | k I Z ,

则 Vj j I Z具有如下性质:

1) Vj < Vj+ 1, Pj I Z; H
j I Z

Vj = 0 ; G
j I Z

Vj = L
2
(R) ;

2) f ( x ) I Vj Z f (2x ) I Vj+ 1, Pj I Z;

3) U( x - k ) | k I Z 构成 V 0的一个无条件Riesz基;

如果 Wj 为 Vj 在Vj+ 1中的正交补空间,且有

4) Vj+ 1 = Vj © Wj ;且 ©
j I Z

Wj = L
2
(R)# 

由上述性质可以得出以下定理[ 6] :

定理 1  U( x ) 为 L
2
( R) 上的尺度函数, 且

( � ) suppU( x ) = [ 0, m] ;

( � ) U( x ) = E
m

k= 0
2- m+ 1 m

k
U(2x - k ) ;

( � ) Uc( x ) = Nm- 1( x ) - Nm- 1( x - 1)# 

定理 2  Nm( x ) 为 m 阶的 B_样条,设

  qk =

(- 1) k

2
m- 1 E

m

l= 0

m

l
N 2m( k + 1- l)   ( k = 0, ,, 3m- 2) ,

0,   否则,

则有如下结论:

( � ) W( x ) = E
3m- 2

k= 0
qkU(2x - k) 为一小波函数;

( � ) suppW( x ) = [ 0, 2m - 1]# 

由于 Vj 构成一维多分辨分析,因此, V
2
j = Vj ª Vj 构成L

2
( R

2
) 上的二维多分辨分析,尺

度函数为 5( x , y ) = U( x ) U( y ) ,而且 V
2
j 在V

2
j+ 1中的正交补空间为 W

2
j ,有 V

2
j+ 1 = V

2
j © W

2
j ,

其中 W
2
j = ( Vj ª Wj ) © ( Wj ª Vj ) © ( Wj ª Wj ) , 并且相应的小波函数为 U( x ) W( y )、

W( x ) U( y ) 和 W( x ) W( y )# 

2  断裂问题的小波数值计算格式

我们考虑具有如下边界条件的平面裂纹问题:

  E(M) R= p   在边界 B1上, (3)

  u = �u     在边界 B2上# (4)

由最小势能原理,系统的总势能为[ 7]

  0 = QQv
Wdv -QQv

f
T
udv - QB

1

�p
T
udB 1, (5)

式中, W 为应变密度, f 与p 分别为体力与面力# 
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将位移 u = ( u, v)
T在 V

2
j 空间中展开

  
u = E E aj , k , l Uj, k ( x ) Uj , l ( y ) = 5u ( x , y ) a,

v = E E bj , k , l Uj , k( x ) Uj , l ( y ) = 5v ( x , y ) b# 
(6)

将( 6)式记为

  u =
u

v
= 5 ( x , y )

a

b
= 5c, (7)

其中 c =
a

b
为待求未知量# 

由应变与位移的关系得

 E =

Ex

Ey

Mxy

=

5u/ 5x
5v /5 y

5 u/ 5y + 5 v/ 5x
=

a5 5 /5x
b5 5 /5y

a5 5 /5y + b5 5 /5x
=

5 5 / 5x 0

0 5 5 /5 y
5 5 / 5y 5 5 /5 x

a

b
# 

(8)

将( 8)式记为

  E = [ B ] c # (9)

由应力与应变的关系:

  R = [ D] E , (10)

矩阵 [ D] 为常数矩阵# 

  将( 7)、( 9)、( 10)代入( 5)并忽略体力,得系统总势能为:

  0 = QQv

1
2
ETDEdv - QB

1

�pT
udB1 = QQv

1
2
c
T
B

T
DBcdv - QB

1

�pT 5cdB1 =

1
2
c
TQQv

B
T
DBdvc- QB

1

�pT 5 dB1 c# (11)

由最小势能原理,在满足位移边界条件( 4)的情况下, 其解使系统总势能最小# 由拉格郎日乘

子法,引入乘子 K,得

  0( c , K) =
1
2
c
TQQv

B
T
DBdvc- QB

1

�p T 5 dB1 c + QB
2

( 5c - �u ) KdB2# 

令    5 0 ( c, K)
5 c = 0,

5 0( c, K)
5K = 0,

得待定系数 c 和 K的代数方程组:

  [ K ] [ c ] + [ R ] [ K] = [ F ] , [ 5 ] [ c ] = [�u] , (12)

其中系数矩阵 [ K ] , [ R ] 和[ F ] 分别为:

  [ K ] = QQv
B

T
DBdv , [ R] = QB

2

5 dB 2, [ F ] = QB
1

�p T 5 dB1# 

从( 12)式所确立的线性代数方程组中, 可得到裂纹尖端的位移场# 

3  数 值分 析

为了验证我们建立的小波数值计算格式的正确性和有效性, 我们选定有限裂纹问题受单

向面力作用,对中心裂纹(图 1)和双边裂纹(图 2)进行了计算# 

由于问题的对称性, 我们仅考虑其四分之一部分, 对于中心裂纹和双边裂纹问题分别建立
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如下坐标,确定其相应的位移边界条件,如图 3、图 4# 

图 1  具有对称中心           图 2  具有对称双边

有限裂纹问题 有限裂纹问题

图 3  1/ 4中心裂纹问        图 4 1/ 4双边裂纹问

题及边界条件 题及边界条件

通过( 12)式,在 Vj 空间上可计算出裂纹问题的位移, 这里我们选取 j = 5# 

我们知道, 在裂纹面裂纹尖端附近 y 方向上的位移为

  v =
K Ñ

2G
r
2P

( k + 1) ,   ( r n a) , (13)

其中 r 表示为裂纹尖端附近一点到裂纹尖端的距离# 

因此应力强度因子 K 1可表为

  K Ñ =
2Gv

( k + 1)
2P
r

# (14)

由裂纹尖端附近的应力强度因子, 可外推到裂纹尖端而得到裂纹尖端应力强度因子的数

值解# 

对中心裂纹和双边裂纹问题,在 h / b = 1的情况下,求出不同 a/ b之比值情况的应力强度

因子(见表 1)# 对中心裂纹问题,在 a/ b = 014情况下求出不同 h/ b 之比值的应力强度因子

(见表 2)# 

为了便于比较, 以下各表中应力强度因子数据均为无量纲应力强度因子

  Z Ñ = K Ñ / p a# 

由表 2知,当 h/ b > 3时其无量纲应力强度因子 Z Ñ为 11932# 而由有限中心裂纹问题应
力强度因子 Z Ñ 表达式:

  Z Ñ =
K Ñ

p a
=

2b
Pa

tan
Pa
2b

1/ 2

P# (15)

计算无量纲应力强度因子 Z Ñ 为11906,相差 114% # 
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表 1 不同 a/ b 之比值情况下的应力强度因子Z Ñ ( h/ b = 1)

裂纹 类型
a / b 011 012 013 014 015 016 017

中心裂纹 11843 11897 11994 21136 21340 21623 21960

双边裂纹 21013 21052 21106 21198 21269 21358 21519

  表 2 不同 h/ b之比值情况下的应力强度因子Z Ñ ( a/ b = 014)

裂纹 类型
h / b 017 018 019 1 115 3 > 3

中心裂纹 21490 21349 21233 21136 11994 11932 11932

同时, 我们还将所得结果与应用其它方法所得结果进行了比较(见表 3) # 数值结果表明,

用小波数值方法解决断裂裂纹尖端应力强度因子是有效的,其方法对裂纹附近的位移场逼近

已经具有足够的精度# 

   表 3 应力强度因子计算结果比较

数 值 方 法

裂 纹类 型
中心裂纹 边缘裂纹

小波数值法 21136 21198

解析_变分法 21160 21242

边界配置法 21127 21180
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Wavelet_Numerical Method in Crack Analysis

SHEN Yuan_tong1,  YI Xu_ming2
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Abstract: Properties of wavelet of good localization were used to approximate displacement fields

near the crack tip. Wavelet_numerical algorithm and simulation singularity problem of the crack tip

were established. As an example, stress intensity factors were obtained. The numerical results show

that this algorithm has good precision.

Key words: wavelet_numerical algorithm; scaling function; stress intensity factor; singularity
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