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摘要:  研究了无限大二维各向异性电磁弹性固体的椭圆夹杂问题# 基于广义 Stroh 方法、保角变

换和扰动概念 ,得到了基体和夹杂内电场、磁场和弹性场的封闭解# 本文结果可用于研究电磁弹

性复合材料的有效性能
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引   言

确定夹杂引起的扰动场对于研究先进复合材料的物理性能是十分重要的# 一般来讲,先

进复合材料可分为用于承载的结构复合材料和实现能量转换的功能复合材料, 如: 压电、热释

电以及电磁复合材料等# 自 50年代以来,人们已经对结构材料的夹杂问题进行了大量的研

究,取得了丰富的成果# 90年代初, 力学工作者开始研究功能材料的夹杂问题, 其中大部分工

作是针对压电材料的# 代表性的工作包括: Benveniste[ 1]、Wang[ 2]、Chen[ 3]以及 Dunn和Taya[ 4]研

究了含椭球夹杂压电材料的三维问题; Pak[ 5]分析了压电材料反平面应变状态下圆形夹杂产生

的弹性场和电场; Liang 等人[ 6]和 Chung 与Ting[ 7]得到了含椭圆夹杂压电材料电弹耦合场的解

析解# 最近,Huang与 Kuo
[ 8]
和Huang 等人

[ 9]
用等效夹杂法研究了电磁弹性介质的椭球夹杂的

问题,其重点是预报压电_压磁复合材料的有效模量# 

本文的主要目的是推导含椭圆夹杂电磁弹性介质耦合场的精确解# 

1  基 本方 程

在直角坐标 xj ( j = 1, 2, 3) 下, 线性电磁弹性固体的基本方程为[ 10]

本构方程

  

Rij = CijksEks - esijEs - hsijH s,

D i = eiksEks + AisEs + BisH s,

Bi = hiksEks + BisEs + CisH s,

(1)

式中, 重复下标表示求和; Rij、Eij、D i、E i、B i 和H i 分别为应力、应变、电位移、电场、磁感强度和
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磁场; C ijks、Ais和Cis分别是弹性、介电和磁通常数; e iks、hiks和Bis分别为压电、压磁和电磁耦合常

数# 材料常数满足下面的对称性

  
Cijks = Cjiks = Cijsk = Cksij , esij = esji ,

hs ij = hsji , Bij = Bji , Aij = Aji , Cij = Cji

(2)

和正定性

  CijksEijEks > 0, AisE iEs > 0, CisH iH s > 0# (3)

梯度方程

  Eij =
1
2

( ui , j + uj, i ) , E = - U, i , H = - <, i , (4)

式中,逗号表示对变量的偏导数; ui、U和<分别是弹性位移、电位和磁位# 

平衡方程

  Rij , i = 0, Di , i = 0, B i , i = 0, (5)

式中忽略了体力、体电荷和体电流# 

将( 4)代入( 1)得到

  

Rij = Cijksuk, s + esij U, s + hsij<, s,

D i = eiksuk , s - AisU, s - Bis<, s ,

Bi = hiksuk , s - BisU, s - Cis<, s# 

(6)

再将( 6)代入( 5)可得用弹性位移、电位和磁位表示的偏微分方程组为

  

( C ijksuk + esijU+ hsij<) , si = 0,

( eiksuk - AisU- Bis<) , si = 0,

( h iksuk - BisU- Cis<) , si = 0# 

(7)

2  广义 Stroh方法和一般解

Stroh方法[ 11]因具有许多良好的数学特性已成为求解各向异性弹性问题的有力工具(见

Ting 最近的专著[ 12] )# 最近,人们推广 Stroh方法求解了压电材料的一些电弹边值问题# 本节

我们使用 Stroh方法推导二维各向异性电磁弹性固体的一般解# 

对于弹性位移 uk、电位 U和磁位<仅与x 1和 x2有关的二维耦合问题,假定方程(7) 的一般

解为
[ 11, 6, 7]

  uk = akf ( z ) , U= a4f ( z ) , < = a5f ( z ) ,   z = x 1 + px 2, (8)

其矩阵形式为

  u = uk , U, < T
= af ( z ) , (9)

式中,上标T表示矩阵的转置; p和a为待定的常数和常向量; f ( z ) 是复变量 z 的任意函数# 将

(8) 或(9) 代入(7) 得到

  [ Q+ p ( R + R
T
) + p

2
T] a = 0, (10)

其中

Q =

C1jk1 e1j1 h1j1

e
T
1k1 - A11 - B11

h
T
1k1 - B11 - C11

, R =

C1jk2 e2j1 h2j 1

e
T
1k2 - A12 - B12

h
T
1k2 - B12 - C12

, T =

C2jk2 e2j 2 h2j2

e
T
2k2 - A22 - B22

h
T
2k2 - B22 - C22

# 

(11)
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由( 2)易知 5 @ 5矩阵 Q和T 是对称矩阵, 而且根据( 3) 式和内能的正定性可证 Q 和T是满秩

矩阵# 

将( 8)代入( 1) ,可得用广义应力函数 5 表示的应力、电位移和磁感强度为

  21 = R1 j , D1, H1
T

= - 5 , 2, 22 = R2j , D2, H 2
T

= 5 , 1, (12)

式中

  5 = bf ( z ) , b = ( R
T

+ pT) a = - ( Q+ pR) a/ p# (13)

在( 10)式中, a 的非零解要求其系数矩阵的行列式满足

  det[ Q+ p ( R + R
T

) + p
2
T] = 0# (14)

上式是非线性特征方程# 类似于压电问题,可化为标准特征值问题, 即

  NN= pN, N =
N1 N2

N3 N
T
1

, N=
a

b
, (15)

式中

  N1 = - T
- 1
R

T
, N2 = T

- 1
, N3 = RT

- 1
R

T
- Q# (16)

此式表明 N2和 N3是对称矩阵# 用 df ( z ) / dz 乘方程(15) 1的两边并利用(8) 4、(9) 和(13) ,得

到关于 u 和 5 的矩阵微分方程为

  N
u, 1

5 , 1
=

u, 2

5 , 2
# (17)

( 15) 1 的特征值可由方程

  det( N- pI ) = 0 (18)

解出# 式中 I 是 10 @ 10的单位矩阵# 

根据 Cijks、Aij 和Cij 的正定特性, (14) 或( 18) 的根不可能是实数,所以可假定为 5对互不相

等的复根,记为

  pA+ 5 = �pA, Im pA > 0,   ( A= 1, 2, 3, 4, 5) , (19)

式中,变量上方的一横表示共轭, Im表示虚部# 相应的特征向量记为

  aA+ 5 = �aA, bA+ 5 = �bA# (20)

由微分方程理论,一般解 u和 5 为形如(9) 和(13) 1的 10个解的叠加, 即

  u = 2Re E
5

A= 1
aAf A( zA) , 5 = 2Re E

5

A= 1
bAf A( zA) ,   zA= x 1 + pAx 2# (21)

这里已经使用了 f A+ 5 = �f A( A= 1, 2, 3, 4, 5)# 

在大多数应用中, f A( A= 1, 2, 3, 4, 5) 有相同的函数形式,故可写成

  f A( zA) = qAf ( zA)   (不对 A求和) , (22)

式中 qA为任意待定的复常数# 定义对角矩阵

  3f ( zA) 4= diag[ f ( z 1) , f ( z 2) , f ( z 3) , f ( z 4) , f ( z 5) ] (23)

和5 @ 5矩阵 A和B

  A = [ a1, a2, a3, a4, a5] , B = [ b1, b2, b3, b4, b5] , (24)

则( 21)中的一般解成为

  u = 2Re A3f ( zA) 4q , 5 = 2Re B3f ( zA) 4q , (25)

式中 q 是元素为 qA, ( A= 1, 2, 3, 4, 5) 的 5 @ 1矩阵# 

至此,我们已经使用各向异性弹性力学的 Stroh方法得到了二维电磁弹性介质的一般解# 
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对于具体的问题,我们所需要做的工作是根据问题的性质和边界条件确定 f ( zA) 和 q# 

鉴于电磁弹性介质和压电介质之间有相似的控制方程,则用 Stroh方法解压电问题时所得

到的一些恒等式也适用于本文的问题# 下面仅给出本文用到的几个恒等式[ 6, 7] ,即

  
A

T
B

T

�AT �BT

B �B

A �A
=

I 0

0 I
(26)

和

  S = i(2ABT
- I ) , H = 2iAAT

, L = - 2iBBT
, (27)

式中 i = - 1# 矩阵 S、H和L是实矩阵, 而且 H和L是对称和非奇异矩阵
[ 10]

,它们满足关

系式

  
S H

- L S
T

S H

- L S
T

= -
I 0

0 I
# (28)

3  基体和夹杂内的耦合场

假定一无限大基体中含一椭圆夹杂, 基体和夹杂均为各向异性的电磁弹性材料, 上标

/ (M)0和/ ( I)0分别标注相应于基体和夹杂的材料常数和场变量# 椭圆的边界用参数方程表

示为

  #: x 1 = acosH, x 2 = bsinH, (29)

式中, a和 b 分别为椭圆的长半轴和短半轴, H为实参数# 夹杂沿 x 3方向为无限大,而且基体

和夹杂沿界面 # 是理想连接的# 设基体在无穷远作用有满足 E
]
33 = E

]
3 = H

]
3 = 0的均匀电

磁弹性载荷 R]
ij 、D

]
i 和B

]
i 或E]

ij 、E
]
i 和H

]
i , 两种载荷之间满足

  

R]
ij = C

(M)
ijks E

]
ks - e

(M)
sij E

]
s - h

(M)
sij H

]
s ,

D
]
i = e

(M)
iks E

]
ks + A(M)

is E
]
s + B(M)

is H
]
s ,

B
]
i = h

(M)
iks E

]
ks + B(M)

is E
]
s + C(M)

is H
]
s # 

(30)

综上所述,问题的边界条件为

  R(M)
ij , D

(M)
i , H

(M)
i y R]

ij , D
]
i , H

]
i ,   在无穷远, (31)

  u
(M)

= u
( I)

, 5 (M)
= 5 ( I)

,       沿界面 ## (32)

根据扰动概念[ 13] ,设基体的解为

  u
(M)

= u
(M)
h + u

(M)
p , 5 (M)

= 5 (M)
h + 5 (M)

p , (33)

式中, u
(M)
h ( 5

(M)
h ) 表示无夹杂时基体在电磁弹性载荷 R

]
ij 、D

]
i 和 B

]
i 作用下的均匀场,

u
(M)
p ( 5 (M)

p ) 表示夹杂引起的扰动场 # 基于文献[ 6, 7] 求解压电夹杂问题时的想法, 均匀场

u
(M)
h ( 5 (M)

h ) 和扰动场 u
(M)
p ( 5 (M)

p ) 为

  u
(M)
h = x 1Z

]
1 + x 2Z

]
2 , 5 (M)

h = x 1 2
]
2 - x 2 2

]
1 , (34)

  u
(M)
p = 2Re A

(M)3f ( z
(M)
A 4q , 5 (M)

p = 2Re B
(M)3f ( z

(M)
A 4q , (35)

其中

Z
]
1 = E]

11, 0, 2E]
13, - E

]
1 , - H

]
1

T
, Z

]
2 = 2E]

21, E]
22 , 2E]

23, - E
]
2 , - H

]
2

T
, (36)

2 ]
1 = R]

11, R]
12, R ]

13 , D
]
1 , B

]
1

T
, 2 ]

2 = R]
21 , R]

22 , R]
23 , D

]
2 , B

]
2

T# (37)

由于映射函数

  FA =
zA+ z

2
A- a

2
- p

2
Ab

2

zA- ipAb
(38)
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将 zA平面的 5个椭圆的外域保角映射为 FA平面的单位圆的外域,而且当 | zA | y 0时, F- 1
A y

0# 因此,任意函数 f ( zA) 可取为

  f ( zA) = F- 1
A ,   ( A= 1, 2, 3, 4, 5)# (39)

将( 39)代入( 35) , 利用( 33) ~ ( 35)得到

  
u

(M)
= x 1Z

]
1 + x 2Z

]
2 + 2Re A

(M)3F- 1
A 4q ,

5 (M)
= x 1 2

]
2 - x 2 2

]
1 + 2Re B

(M) 3F- 1
A 4q # 

(40)

设待定的复向量 q为未知实向量 c 和d 的线性组合,即

  q = [ A
(M)

]
T
c + [ B

(M)
]
T
d, (41)

则( 40)成为

  

u
(M)

= x 1Z
]
1 + x 2Z

]
2 + 2Re A

(M)3F- 1
A 4[ A

(M)
]
T
c +

   A
(M)3F- 1

A 4[ B
(M)

]
T
d ,

5 (M)
= x 1 2

]
2 - x 2 2

]
1 + 2Re B

(M) 3F- 1
A 4[ A

(M)
]
T
c+

   B
(M)3F- 1

A 4[ B
(M)

]
T
d # 

(42)

现在,我们分析夹杂内的耦合场# 根据Huang和 Kuo[ 8]研究椭球夹杂时得到的结论: 均匀

电磁弹性载荷作用下夹杂内的耦合场是均匀的, 即, ( R
( I)
ij , D

(I)
i , B

(I)
i ) 和( E

( I)
ij , E

( I)
i , H

(I)
i ) 是常

数# 这样,我们有

  u
(I)

= x 1Z
(I)
1 + x 2Z

( I)
2 , 5

(I)
= x 1 2

(I)
2 - x2 2

(I)
1 , (43)

其中

  
Z

( I)
1 = E( I)

11 , X, 2E( I)
13 , - E

( I)
1 , - H

(I)
1

T
,

Z
( I)
2 = 2E( I)

21 - X, E(I)
22 , 2E( I)

23 , - E
( I)
2 , - H

(I)
2

T
,

(44)

  
2 (I)
1 = R

(I)
11 , R

(I)
12 , R

(I)
13 , D

( I)
1 , B

( I)
1

T
,

2 (I)
2 = R(I)

21 , R(I)
22 , R(I)

23 , D
( I)
2 , B

( I)
2

T
,

(45)

式中, X是夹杂的反时针转动,而且( R
(I)
ij , D

( I)
i , B

( I)
i ) 和( E

( I)
ij , E

( I)
i , H

( I)
i ) 满足方程(1) # 

由于( 42)已满足无穷远条件( 31) ,所以问题归结为由界面连续条件( 32)确定未知向量 c、

d、2
( I)
1 、2

(I)
2 、Z

(I)
1 和 Z

( I)
2 # 

注意到沿界面有

  FA = cosH+ i sinH, 3F-
A4= ( cosH- i sinH) I , (46)

并利用( 29)和( 27) , ( 42)和( 43)成为

  
u

(M)
= ( d + aZ

]
1 ) cosH+ ( bZ

]
2 - Sd - Hc ) sinH,

5 (M)
= ( c + a2 ]

2 ) cosH- ( b2 ]
1 - Ld + S

T
c ) sinH;

(47)

  
u

(I)
= aZ

( I)
1 cosH+ bZ

]
2 #sinH,

5 (I)
= a 2 ]

2 cosH- b2 ]
1 #sinH# 

(48)

把( 47)和( 48)代入( 32)后,并比较方程两边 cosH和 sinH的系数矩阵得到

  
Z

(I)
1

2 (I)
2

=
Z

]
1

2 ]
2

+
1
a

d

c
(49)

和
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Z

(I)
2

- 2 ( I)
1

=
Z

]
2

- 2 ]
1

-
1
b

S H

- L S
T

d

c
# (50)

由于在( 49)和( 50)中方程数少于未知数,故需要寻求新的补充方程# 借助于( 17) ,我们有

  
Z

]
2

- 2 ]
1

= N
(M)

Z
]
1

2 ]
2

,
Z

( I)
2

- 2 (I)
1

= N
(I)

Z
( I)
1

2 ( I)
2

, (51)

利用( 49)和( 51) , ( 50)可表示成

  
S + GN( I)

1 H + GN (I)
2

- L+ GN(I)
3 ( S + GN (I)

1 )
T

d

c
= b (N

(M)
- N

( I)
)

Z
]
1

2 ]
2

, (52)

式中 G= b/ a# 

解矩阵方程( 52)并利用( 49)和( 50) , 便得到了所有未知向量的显示解, 即得到了基体和夹

杂内耦合场的解析解# 

4  结 束语

用广义Stroh方法并结合保角变换和扰动的概念,给出了含夹杂各向异性电磁弹性材料二

维问题的封闭解,为解析地研究电磁弹性复合材料的有效性能提供了基础# 压电、压磁和电磁

介质的夹杂问题均可视为本文的特例# 
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Inst itute , Shijiazhuan g 050043, P R China )

Abstract: The two_dimensional elliptical inclusion problems in infinite anisotropic magneto_electro-

elastic solids are considered. Based on the extended Stroh formalism, the technique of conformal

mapping and the concept of perturbation, the magneto_electro_elastic fields in both thematrix and the

inclusion are obtained explicitly. The results are of very importance for studying the effective proper-

ties of piezoelectric_piezomagnetic composite materials.

Key words: magneto_electro_elastic solid, Stroh formalism; coupled field; inclusion
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