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摘要 :  对具有变厚度夹层截顶扁锥壳的非线性稳定问题进行了研究# 利用变分原理导出表层为

等厚度而夹心为变厚度的夹层截顶扁锥壳的非线性稳定问题的控制方程和边界条件, 采用修正迭

代法求得了具有双曲型变厚度夹层截顶扁锥壳的非线性稳定性问题的解析解,得到了内边缘与一

刚性中心固结而外边缘为可移夹紧固支的变厚度夹层截顶扁锥壳临界屈曲载荷的解析表达式, 讨

论了几何参数和物理参数对壳体屈曲行为的影响# 
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引   言

夹层板壳由于具有重量轻、刚度大等优良性能而成为航空、航天和海洋工程的重要结构元

件# 近年来,众多学者在等厚度夹层板壳的非线性研究方面已取得了一些成果, 其中 Reiss-

ner
[ 1]

, Yu
[ 2]

,Kan
[ 3]

, Struk
[ 4]

,刘人怀
[ 5~ 11]

等分别对夹层矩形板、夹层圆形板、夹层环形板和夹层

扁壳的非线性弯曲和非线性振动问题进行了研究# 

由于对减轻重要的需要以及结构性能上的要求, 变厚度夹层板壳常用于飞行器结构中# 

在以往有关变厚度夹层板壳问题的研究中, 仅有Paydar 和Libove
[ 12]

, Paydar
[ 13]

, Lu和Libove
[ 14]

,

Jeon和 Hong[ 15]等对变厚度夹层矩形板的线性问题进行过研究# 有关变厚度夹层壳的非线性

问题尚无人涉及# 

本文研究的夹层截顶扁锥壳是由两个薄的等厚度表层和一个厚而软的变厚度夹心组成# 

在对壳体的变形进行分析时,采用类似 Reissner[ 1]假设,即假定表层处于薄膜应力状态,夹心横

向不压缩, 夹心只能承受横向载荷作用, 壳的中面的法线变形时保持为直线# 基于这一假设,

本文应用变分原理建立变厚度夹层扁锥壳在均布横向压力作用下的非线性稳定性理论, 采用

修正迭代法[ 16~ 18]对夹心具有双曲型变厚度的夹层截顶扁锥壳在内边缘与一刚性中心固结而外

边缘为可移夹紧固支情况下的非线性稳定问题进行了分析,所有的结果以曲线的形式给出# 

1  基 本方 程

考虑一均布横向压力 q作用下,外半径为 a, 内半径为 b ,锥体斜角为 A的变厚度夹层载顶
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扁锥壳(如图 1所示) ,其夹心的厚度为 h, h 是径向坐标r 的函数,表层的厚度为 t ( t n hm in)# 

以 r 表示径向坐标, H表示周向坐标, z 表示夹层壳内任一点到中面的距离,下标 1, 2, 3分别对

应上表层、夹心和下表层# 

图 1  变厚度夹层截顶扁锥壳的几何尺寸

设 u i , v i 和w i ( i = 1, 2, 3) 分别是上表层、夹心和下表层的径向位移、周向位移和轴向位

移, u和w 是中面上的径向位移和挠度# 在轴对称条件以及对变形所做的上述假设下,夹层扁

壳内任一点的位移可近似表示成:

  u1 = u +
1
2

hW,  v1 = 0,  w 1 = w , ( 1)

  u3 = u -
1
2

hW,  v3 = 0,  w 3 = w , ( 2)

  u2 = u + zW,  v 2 = 0,  w2 = w , ( 3)

这里 W是壳体未变形中面的法向转角# 

设 Eri , EHi , Ez i , CHz i和 CHz i ( i = 1, 2, 3) 是夹层截顶扁锥壳内任一点的应变,则应变位移关系

为:

  Eri =
dui

dr
+

dw i

dr
A+

1
2

dw i

dr
,  EHi =

u i

r
,

  Ezi = CrHi = CHz i = Crz i = 0   ( i = 1, 3) , ( 4)

  Crz2 =
5u2

5z
+

dw 2

dr
,  Er2 = EH2 = CrH2 = CHz2 = 0# ( 5)

将式( 1) ~ ( 3)代入( 4)和( 5)中, 我们得到上表层:

  Er1 =
du
dr

+
h
2

dW
dr

+
W
2

dh
dr

+
dw
dr

A+
1
2

dw
dr

,  EH1 =
u
r

+
h
2
W
r

# ( 6)

下表层:

  Er3 =
du
dr

-
h
2

dW
dr

-
W
2

dh
dr

+
dw
dr

A+
1
2

dw
dr

,  EH3 =
u
r

-
h
2
W
r

# ( 7)

夹心:

  Crz2 = W+
dw
dr

# ( 8)

设 Rri , RHi , Rzi , SrHi , SHz i 和RHz i ( i = 1, 2, 3) 分别是上表层、夹心和下表层内任一点的应力, E

和 M分别是表层材料的弹性模量和泊松比; G2是夹心的横向剪切模量# 将式( 6) ~ ( 8) 代入
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下列Hooke 定律:

  Rr i =
E

1- M2( Eri + MEHi ) ,  RHi =
E

1- M2
( EHi + MEri ) , Rz i = SrHi = SHzi = Srzi = 0  ( i =

( 9)

  Srz2 = G2Crz2,  Rr2 = RH2 = Rz2 = CHz2 = CrH2 = 0# ( 10)

我们得到

上层表:

  
Rr1 = Rr0 +

Eh

2( 1 - M
2
)

dW
dr

+
M
r
W+

d lnh
dr

W ,

RH1 = RH0 +
Eh

2( 1 - M2
)

W
r

+ M
dW
dr

+ M
d lnh

dr
W # 

( 11)

下层表:

  Rr3 = Rr0 -
Eh

2( 1 - M2
)

dW
dr

+
M
r
W+

d lnh
dr

W , RH3 = RH0 -
Eh

2( 1- M2
)

W
r

+ MdW
dr

+ Md ln
dr

( 12)

夹心:

  Crz2 = G2 W+
dw
dr

# ( 13)

这里 Rr0 和 RH0分别是中面上的径向应力和周向应力,

  Rr0 =
E

1- M
2

du
dr

+ M
u
r

+
dw
dr

A+
1
2

dw
dr

, RH0 =
E

1 - M
2

u
r

+ M
du
dr

+ M
dw
dr

A+
1
2

( 14)

弹性体的变形能 U为

  U =
1
2QQQV

( RrEr + RHEH+ RzEz + SrHCrH+ SHHzCHz + SrzCrz) r drdHdz# ( 15)

由此可得到表层和夹心的应变能公式为

  

Ui =
1

2EQQQV
i

[ ( Rri + RHi )
2
- 2( 1+ M) Rr iRHi ] r dr dH  ( i = 1, 3) ,

U2 =
1

2G2QQQV
2

S2
rz2r dr dH# 

( 16)

横向载荷的外力功为

  V = QQS
qwr drdH# ( 17)

应用势能原理, 我们有

  D( U1 + U2 + U3 - V) = 0# ( 18)

经过一系列代入和进行变分、分部积分运算, 我们得到均布横向载荷作用下夹层截顶扁锥

壳大挠度理论的平衡方程

  RH0 -
d

dr
( rRr0) = 0, ( 19)

  2t
d
dr

rRr0 A+
dw
dr

+ G2
d
dr

hr W+
dw
dr

+ qr = 0, ( 20)

  D r
d

dr
1
r

d
dr

( rW) +
d

dr
r

d lnh
dr

- r
d lnh

dr

2

- 2M
d ln h

dr
W+
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      r
dW
dr

+
d lnh

dr
W+

M
r
W

d lnD
dr

- G2 hr W+
dw
dr

= 0# ( 21)

以及边界条件

当 r = b 或r = a 时,

  trRr0 = 0或Du = 0, 2trRr0 A+
dw
dr

+ G 2hr W+
dw
dr

= 0或 Dw = 0, ( 22)

  Dr
dw
dr

+
d lnh

dr
W+

v
r
W = 0或 DW= 0,

式中 D = Eth
2
/ 2( 1 - M2

)# 

从方程( 14)中消去 u,我们得到下列相容方程

  Rr0 -
d
dr

( rRr0) + M
d

dr
( rRr0) - Rr0 - E

dw
dr

A+
1
2

dw
dr

= 0# ( 23)

将方程( 19)代入( 23)中,我们得到

  r
d2

dr
2( rRr0) +

d
dr

( rRr0) - Rr0 + E
dw
dr

A+
1
2

dw
dr

= 0# ( 24)

方程( 20)对 r 积分一次并解出W, 我们得到

  W= -
2t

G2 h
Rr0 A+

dw
dr

-
q ( r

2
- b

2
)

2G2 hr
-

dw
dr

# ( 25)

式( 25)代入方程( 21) , 我们得到

  D r
d

dr
1
r

d
dr

r
dw
dr

+
d
dr

r
d lnh

dr
- r

d lnh
dr

2

- 2M
d lnh

dr
dw
dr

+

      r
d

2
w

dr
2 + r

d lnh
dr

+ M
dw
dr

lnD
dr

+
2t
G2

r
d
dt

1
r

d
dr

Rr0

h
A+

dw
dr

+

      d
dr

r
d lnh

dr
- r

d lnh
dr

2

- 2M
d lnh

dr

Rr0

h
A+

dw
dr

+ r
d

dr

Rr0

h
A+

dw
dr

+

      r
d ln h

dr
+ M

Rr0

h
A+

dw
dr

d lnD
dr

+
q

2G2
r

d
dr

1
r

d
dr

r
2
- b

2

h
+

      d
dr

r
d lnh

dr
- r

d lnh
dr

2

- 2M
d lnh

dr
r

2
- b

2

hr
+ r

d
dr

r
2
- b

2

hr
+

      r
d ln h

dr
+ M

r
2
- b

2

hr
d ln h

dr
- 2trRr0 A+

dw
dr

-
1
2

q ( r
2
- b

2
) = 0# ( 26)

方程( 24)和( 26)就是变厚度夹层扁锥壳在均匀横向载荷作用下非线性稳定问题的控制方

程# 

2  双曲型变厚度的夹层扁锥壳大挠度方程

当夹心的厚度为双曲型变厚度时, 夹心的厚度 h ( r ) 可写成

  h( r ) = h0
a
r

K

# ( 27)

这里 h0是夹层扁锥壳外边绝缘 r = a处夹心的厚度, K是夹心厚度变化参数# 

  将式( 27)代入方程( 26) ,我们得到

  r
2 d3

w

dr
3 + ( 1 - 2K) r

d2
w

dr
2 + ( K2

- 1)
dw
dr

=

      2t

D0 a
2Kr

2K+ 2Rr0 A+
dw
dr

-
2t

G2 h0a
K r

2 d2

dr
+
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      ( 1- 2K) r
d2

dr
2 + K2

- 1 r
K- 1Rr0 A+

dw
dr

+
q

2D0a
2Kr

2K+ 1
( r

2
- b

2
)# ( 28)

方程( 24) ,可重新写成

  r
2 d2

( rRr0)

dr 2
+ r

d( rRr0)

dr
- rRr0 = - Er

dw
dr

A+
1
2

dw
dr

# ( 29)

其中   D0 = Eth
2
0/ 2( 1- M2)# 

方程( 28)和( 29)就是具有双曲型变厚度夹层扁锥壳的大挠度问题基本方程# 

考虑变厚度截顶扁锥壳的外边缘为可移夹紧固定,内边缘与一刚性中心固结, 因此, 边界

条件可表示成

当 r = b 时, W= 0, u = 0# ( 30)

当 r = a时, w = 0, W= 0, rRr0 = 0# ( 31)

其中

  u =
1
E

r
drRr0

dr
- vrRr0 # ( 32)

为了方便, 引进下列量纲为一的参量

  Q=
r
a

,  W = ( 2( 1- M2) w
h0

,  5 = k1 +
dW
dQ

,  S =
2ta
D0

rRr0,

  P = 2( 1- M2
)

qa
4

2D0h0
,  k =

D0

G2 h0a
2,  k1 = 2( 1 - M2

)
a

h0
A, ( 33)

  Q0 =
b
a

# 

利用上述量纲为一的参量,方程( 28)、( 29)以及边界条件( 30)和( 31)转化成量纲为一的形

式

  L 1( 5 ) = ( QK+ 3
- kL1) ( QK- 2

S 5 ) + k1( K
2
- 1) + Q2K+ 1

( Q2
- Q2

0) P, ( 34)

  L 2( S ) = - Q( 52
- k

2
1) , ( 35)

当 Q= Q0时, kQ
K- 1

[ S 5 + ( Q
2
- Q

2
0) P ] + 5 - k1 = 0,  Q

dS
dQ- vS = 0, ( 36)

当 Q= 1时, kQK- 1
[ S 5 + ( Q2

- Q2
0) P ] + 5 - k 1 = 0,  S = 0, ( 37)

其中 L 1和 L 2是微分算子

  L 1 = Q
2 d

2

dQ
2 + ( 1- 2K) Q

d
dQ+ ( K

2
- 1) ,

  L 2 = Q
2 d2

dQ
2 + Q

d
dQ

- 1# ( 38)

3  非线性边值问题的求解

我们利用修正迭代法求非线性边值问题( 34) ~ ( 37)的近似解, 选取夹层截顶扁锥壳内边

缘处的量纲为一的挠度 W0 = W | Q= Q
0
作为迭代参数

  W0 = - Q
1

Q
0

( 5 - k 1) dQ# ( 39)

在一次近似中, 略去方程( 34)中的非线性项 S 5,得到下列线性边值问题:

  L 1( 51) = k1( K
2
- 1) + PQ2K+ 1

( Q2
- Q20) , ( 40)

  L 2( S ) = - Q( 52
1 - k

2
1)# ( 41)
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当 Q= Q0时, kQK- 1
( Q2

- Q2
0) P + 51 - k1 = 0, Q

dS
dQ

- MS 1 = 0# ( 42a, b)

当 Q= 1时, kQK- 1
( Q2

- Q2
0) P + 51 - k1 = 0, S 1 = 0# ( 43a, b)

为使推导简便, 我们首先定义两个函数

  g( x ) = x
2
- 2Kx + K2

- 1, h( y ) = y
2
- 1# ( 44)

方程( 40)在边界条件( 42a)和( 43a)下的解是

  51 = k1 + P( a1Q
x

1 + a2Q
x

2 + a3Q
x

3 + a4Q
x

4) , ( 45)

其中

  x 1 = K- 1, x 2 = K+ 1, x 3 = 2K+ 3, x 4 = 2K+ 1, ( 46)

  a3 =
1

g ( x 3)
, a4 = -

Q
2
0

g ( x 4)
# 

a1 和 a2 由条件( 42a) 和( 43a) 确定# 

将式( 45)代入式( 39)中,我们得到

  P = A0 W0, ( 47)

其中

  A0 =
1

E
4

i= 1

ai

x i + 1Q
x

i0 - E
4

i= 1

ai

xi + 1

( 48)

将式( 47)代入式( 45) , 式( 45)写成

  51 = k1 + A0 W0( a1Q
x

1 + a2Q
x

2 + a3Q
x

3 + a4Q
x

4)# ( 49)

将式( 49)代入方程( 41) ,方程( 41)可整理成

  L 2( S 1) = A
2
0W

2
0 E

N
1

k= 3
E
N

1

k= 3
b

c
kQ

yk
+ k 1A0 W0 E

N
2

k= N
1
+ 3

b
c
kQ

yk# ( 50)

在 51 确定后,系数 b
c
k 和幂指数 yk 是已知的,指标 N1 和N 2也已确定,指标从 3和 N1 + 3

开始是为待定项预留位置# 方程( 50) 在条件( 42b) 和( 43b) 下的解是

  S1 = A2
0W

2
0( b1Q

y
1 + b2Q

y
2 + E

N
1

k= 3
bkQ

y
k) +

k1A0W0( bN
1
+ 1Q

yN
1
+ 1

+ bN
1
+ 2Q

y
N

1
+ 2 + E

N
2

k= N
1
+ 3

bkQ
y

k)# ( 51)

其中, yN
1
+ 1 = y1 = - 1, yN

2
+ 2 = y 2 = 1, 待定系数 b1, b2, bN

1
+ 1 和 bN

1
+ 2 由边界条件( 42b) 和

( 43b) 确定, 这里的四个待定系数只有两个是独立的,其余系数为

  bk =
b

c
k

h( yk)
  ( k = 3, ,, N1, N 1 + 3, ,, N2)# ( 52)

对于二次近似, 我们得到下列关于 52的边值问题

  L 1( 52) = ( Q
2K+ 2

- kL1) ( Q
K- 1

S1 5 1) + k 1( K
2
- 1) + Q

2K+ 1
( Q

2
- Q

2
0) P# ( 53)

当 Q= Q0时, QK- 1
[ S1 51 + ( Q2

- Q2
0) P] + 52 - k1 = 0# ( 54)

当 Q= 1时, QK- 1
[ S1 51 + ( Q2 - Q2

0) P] + 52 - k1 = 0# ( 55)

将所得的解( 49)和( 51)代入方程( 53)中, 方程( 53)可整理成

  L 1( 52) = k1( K
2
- 1) + P ( c

c
3Q

z
3 + C

c
4Q

z
4) + A3

0W
3
0 E

M
1

k= 7

c
c
kQ

z
k +

886 徐  加  初    王   乘    刘  人  怀



k1A
2
0 W

2
0 E

M
2

k= M
1
+ 3

c
c
kQ

z
k + k

2
1A0W0 E

M
3

k= M
2
+ 3

c
c
kQ

z
k# ( 56)

在 51和 S 1确定以后, 系数 c
c
k和幂指数zk 是已知的,指标 M1, M2和 M3也已确定# 这样

方程( 56) 在条件( 54) 和( 55) 下的解是

  52 = k1 + P( c1Q
z

1 + c2Q
z

2 + c3Q
z

3 + c4Q
z

4) + A3
0W

3
0( c5Q

z
5 + c6Q

z
7 + E

M
1

k= 7
ckQ

z
k) +

k1A
2
0 W

2
0( cM

1
+ 1Q

z
M

1
+ 1 + cM

1
+ 2Q

z
M

1
+ 2 + E

M
2

k= M
1
+ 3

ckQ
z
k ) +

k
2
1A0 W0( cM

2
+ 1Q

z
M 2+ 1 + cM

2
+ 2Q

z
M2+ 2 + E

M
3

k= M
2
+ 3

ckQ
z
k ) , ( 57)

其中 ck = ak , zk = xk( k = 1, ,, 4) ; z 5 = zM
1
+ 1 = zm

2
+ 1 = x 1, z 6 = zM

1
+ 2 = m

2
+ 2 = x 2# 六个待

定系数 c5, c6, cM
1
+ 1, cM

1
+ 2, cM

2
+ 1, cM

2
+ 2 只有两个是独立的, 它们由边界条件( 54) 和( 55) 确定,

其余系数为

  ck =
c
c
k

g ( zk )
# ( 58)

图 2  不同几何参数 k1 值的特征关系曲线       图 3  不同 k 值时的临界屈曲压力曲线

 ( Q0 = 01 3, k = 0110,K= 015, M= 013)          ( Q0 = 013,K= 015, M= 013)

将式( 58)代入式( 59)中,我们得到变厚度夹层截顶扁锥壳的非线性特征关系式:

  P = ( A0 + k
2
1A1) W0 + k1A2 W

2
0 + A3 W

3
0# ( 59)

其中

  

A1 = A
2
0 E

M
3

k= M
2
+ 1

ck

z k + 1
- Q

z
k
+ 1

0 ,

A2 = A3
0 E

M
2

k= M
1
+ 1

ck

z k + 1
- Qzk+ 1

0 ,

A3 = A4
0 E

M
1

k= 5

ck

zk + 1
- Qzk

+ 1
0 # 

( 60)

887变厚度夹层截顶扁锥壳的非线性稳定性分析



从非线性特征关系式( 59)和驻值条件, 我们可求得临界屈曲载荷 P cr 公式

  Pcr = ( A0 + k
2
1A1) W

*
0 + k1A2W

* 2
0 + A3 W

* 3
0 # ( 61)

式中 W
*
0 是壳体发生屈曲时的内边缘挠度

  W
*
0 =

- A2 k1 ? ( A2
2 - 3A1A3) k

2
1 - 3A0A3

3A3
# ( 62)

由式( 62)可得壳体失稳的几何条件

  k1 \ k 1rc =
3A0A3

A2
2 - 3A1A3

( 63)

k 1cr是壳体屈曲时的临界几何参数# 

4  数值结果与讨论

根据上述分析, 本文进行了数值计算# 图 2给出当 Q0 = 013, k = 0110和 K= 015,在几种

图 4  厚度变化参数对临界屈曲压力的影响

( k = 0110, k 1 = 61 0, M= 01 3)

不同几何参数 k 1值时的非线性特征关系曲线# 

图2的结果显示,当 k1的值较小时, 壳体的特征关

系曲线是单调增加的,这表明壳体不会发生屈曲,

而当 k1大于某一临界时, 特征关系曲线变弯, 表

明壳体发生了屈曲# 

图3给出对应每一特定的 k 值时的临界屈曲

压力关系曲线, 每一曲线对应两条公支,分别称为

上临界屈曲压力和下临界屈曲压力, 在实际工程

中,只需考虑上临界屈曲压力就可以了 # 图 3的

结果表明,上临界屈曲压力随着 k 值的增加而减

小# 

图4给出在不同的内外半径比值 Q0 时壳体

的上临界屈曲压力随厚度变化参数 K的变化规律

# 从图 4可以看出,壳体的上临界屈曲压力随着

Q0的增大而增大,随着 K的增大而减小,但 K的变化对临界屈曲压力的影响不大# 
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Nonlinear Stability of Truncated Shallow Conical

Sandwich Shell With Variable Thickness

XU Jia_chu1,  WANG Cheng1,  LIU Ren_huai2

( 11Depar tment of Mechanics , Hua zhong Un iv er sity of Sci ence

and Techn ology , Wuhan 430074, P R China ;

21In stitute of Applied Mechan ics , Jinan Univer sity , Guan gzhou 510632, P R Chin a )

Abstract: The theory of nonlinear stability for a truncated shallow conical shell with variable thick-

ness under the action of uniform pressure was presented. The fundamental equations and boundary

conditions were derived by means of calculus of variations. An analytic solution for the critical buck-

ling pressure of the shell with a hyperbolically varying thichness is obtained by use of modified itera-

tion method. The results of numerical calculations are presented in diagrams, which show the influ-

ence of geometrical and physical parameters on the buckling behavior.

Key words: truncated shallow conical sandwich shells with variable thickness; nonlinear stability;

modified iteration method
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