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摘要:  研究了受轴向周期力作用的各向同性简支柱的动力学稳定性# 假定粘弹性材料满足 Lea-

derman 非线性本构关系# 导出运动方程为非线性偏微分_积分方程,并利用 Galerkin 方法简化为非

线性微分_积分方程# 应用平均法进行了稳定性分析, 并用数值结果进行验证# 数值结果还表明系

统可能存在混沌运动# 
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引   言

由于粘弹性材料的应力_应变关系常导致微分_积分型的运动方程,粘弹性结构稳定性的

问题远比弹性结构的稳定性问题复杂# 在线性粘弹性柱的早期研究中, 平均法[ 1]和弹簧_粘性

壶表示[ 2~ 4]被用于稳定性分析# 近来在[ 5]中 Cederbaum 和Mond应用多尺度法研究了周期径

向荷载作用下的粘弹性柱的稳定性,在[ 6]中 Suire和 Cederbaum利用Liapunov指数的概念研究

了具有几何非线性的粘弹性柱稳定性# 在他们的研究中采用了描述线性粘弹性材料的 Boltz-

mann叠加原理# 

然而众所周知许多粘弹性材料是非线性的,为充分描述其行为需要非线性模型# 比较研

究
[ 7]
表明从对材料行为的预期和表达的简洁方面考虑 Leaderman模型

[ 8]
是种最有用的表达# 

作者在本文中导出了在周期轴向力作用下各向同性、简支Leaderman本构关系描述的粘弹

性柱的运动方程为积分_偏微分方程# 采用 Galerkin方法进行简化# 利用平均法得到了使平衡

点失稳的激励参数临界值# 应用数值方法对解析结果进行了验证# 数值工作还发现系统存在

的混沌运动# 

1  粘弹性柱的运动方程及其简化

考虑受周期轴向力作用的各向同性、简支柱的横向运动# 记横向位移为 y ( x , t ) , 柱单位
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长度质量为 Q,周期外力为 F( t) = F0cos 8t ,截面弯矩为 M (x , t )# 则柱的动力学方程为

  Q
52y ( x , t )

5 t 2
+ F( t )

52y ( x , t )
5x 2

+
52M (x , t )

5x 2
= 0, (1)

其中   M (x , t ) = Q
h/ 2

- h/ 2
zR( x , z , t )dz , (2)

而 R( x , z , t ) 为轴向应力分量, h为柱的宽度# 

对于非线性粘弹性材料, Leaderman本构关系为
[ 8]

  R( x , z , t ) = E0g( x , z , t ) ) + Q
t

0
ÛE ( t - S) g ( E( x , z , t ) )dS, (3)

其中 E( t) 为松弛函数而其 t = 0时的值, E0为材料的初始弹性模量, E( x , z , t ) 为轴向应变,而

非线性函数

  g( E( x , z , t ) ) = E( x , z , t ) + E2B2( x , z , t ) + E3 C3( x , z , t ) , (4)

其中常数 B和 C使得在小应变时g( E) y E# 

对于小变形,应变_位移关系为

  E( x , z , t ) = - z
52y ( x , t )

5x 2
# (5)

式( 4)和( 5)代入式( 3)得到

R( x , z , t ) = E0 - z
52y ( x , t )

5x 2
+ Bz 2

52y ( x , t )
5x 2

2

- Cz 3
52y ( x , t )

5x 2
3

+

Q
t

0
ÛE ( t - S) - z

52y ( x , S)
5x 2

+ Bz
2 52y ( x , S)

5x 2
2

- Cz
3 52y ( x , S)

5x 2
3

dS# 

(6)

因而有弯矩的表达式

  M (x , t ) = E0
h
3

12
52y ( x , t )

5x 2
+ C

h
5

80

52y ( x , t )
5x 2

3

+

Q
t

0
ÛE ( t - S)

h
3

12
52 y ( x , S)

5x 2
+ C

h
5

80
52y ( x , S)

5x 2
3

dS# (7)

利用式( 7) , 式( 1)可改写为

Q
52y ( x , t )

5 t + F ( t )
52y ( x , t )

5x 2
+ E0

h
3

12
54 y ( x , t )

5x 4
+ C

h
5

80
52

5x 2
52 y ( x , t )

5x 2
3

+

    Q
t

0
ÛE ( t - S)

h
3

12
54 y ( x , S)

5x 4
+ C

h
5

80
52

5x 2
52y ( x , S)

5x 2
3

dS = 0# (8)

带有时变系数的非线性积分_偏微分方程( 8)通常难以得到精确解# 我们用 Galerkin方法[ 9]确

定未知位移 y ( x , t )# 为满足柱在两个简支端点 x = 0和 x = l的边界条件y (0, t ) = M(0, t )

= 0,将解进行 Fourier级数展开

  y ( x , t ) = E
]

k= 1

qk( t ) sin
kPx
l

, (9)

其中为柱的长度 l# 以下仅在式(9) 中考虑 k = 1的项, 并令 q1( t ) = q ( t )# 式(9) 代入式(8)

得到

Q&q ( t ) sin Px
l
- F ( t )

P
l

2

q ( t ) sin
Px
l
+

E0h
3

12
P
l

4

q ( t ) + Q
t

0
ÛD ( t - S) q ( S) dS sin

Px
l
+

    C
E 0h

5

80
P
l

8

q
3
( t ) + Q

t

0
ÛD( t - S) q3( S)dS sin

2 Px
l
- 2cos

2 Px
l

sin
Px
l

= 0, (10)
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其中   D ( t) =
E( t )
E0

# (11)

式( 10)两边同乘以 sin(Px / l ) 并在区间[ 0, l ] 上对 x 积分得到

  &q + X2(1- 2Gcos 8t ) q + kq
3
=

      - X2Q
t

0
ÛD( t - S) q( S)dS- kQ

t

0
ÛD( t - S) q3( S)dS, (12)

其中   X2 =
E0h

3

12Q
P
l

4

, G=
6F0

E 0h
3
K
P

2

, k =
3CE0h

5

320
P
l

8

# (13)

对于线性粘弹性材料, C= 0故 k = 0,式(12) 约化为线性粘弹性柱的运动方程[ 5]# 

2  平均化系统及其分析

假设式( 3)中的松弛函数为

  E( t) = A + B e- At# (14)

相应地 D( t) 为

  D ( t) = a + be- At# (15)

其中   a =
A

A + B
,  b =

B
A + B

# (16)

式( 15)代入式( 12)得到

  &q + X
2
(1- 2Gcos 8t ) q + kq

3
= - Abe

- At X2Q
t

0
eASq ( S)dS+ kQ

t

0
eASq3( S)dS # (17)

以下将应用平均法的观点[ 10]分析其长期动力学行为# 

设式( 17)的解具有形式

  q = r cosU, U= Xt + W, Ûq = - Xr sin U# (18)

其中 W为时间的慢变量# 因而解满足条件

  Ûr cosU- ÛWr sinU= 0# (19)

式( 18)代入式( 17)并像已往工作[ 5]和[ 6]一样仅考虑 8 = 2X的情形, 得到

  - Ûr sinU- rÛWcosU= 2GXr cos2( U- W) cos2U-
k
Xr

3
cos

3
U+

1
Xf ( r , U, W, t ) , (20)

其中   f ( r , U, W, t ) = Abr
(4X

2
+ 3kr

2
) ( AcosW+ XsinW)

4( A2+ X2)
+

      kr
2
( Acos3W+ 3Xsin3W)
4( A

2
+ 9X

2
)

(1 - e- At
)# (21)

在计算积分时,慢变量 W作为常数处理# 对于长期动力学行为, e- At项迅速衰减而可以忽

略因而 f ( r , U, W) 可写作

  f ( r , U, W) = Abr
(4X2+ 3kr2) ( AcosW+ XsinW)

4( A2+ X2)
+
kr

2
( Acos3W+ 3Xsin3W)
4( A2+ 9X2)

# 

(22)

从式( 19)和( 20)中可解出
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Ûr = - 2GXr cos2( U- W) cos2U-

  k
X
r
3cos3 U+ 1

X
f ( r , U, W) sinU,

ÛrÛW= - 2GXr cos2( U- W) cos2U-

  k
X
r
3cos3 U+

1
X
f ( r , U, W) cosU# 

(23)

在区间 [ 0, 2P] 上平均式(23) 得到平均化系统

  

Ûr = -
1
2PQ

2P

0
2GXr cos2( U- W) cos2U-

  k
X
r
3cos3 U+

1
X
f ( r , U, W) sinUdU# 

ÛrÛW= -
1
2PQ

2P

0
2GXr cos2( U- W) cos2U-

  k
X
r
3cos3 U+

1
X
f ( r , U, W) cosUdU# 

(24)

式( 22)代入式( 24)并计算相应积分得到

  
Ûr = r -

GX
2
sin2W+

X2

2
C -

3
8
kCr

2
,

rÛW= r -
GX
2
cos2W+

XA
2
C +

3
8
k 1-

A
X
C r

2
,

(25)

其中   C =
Ab

A2+ X2
(26)

式( 17)的稳态运动对应于式( 25)的平衡状态,即

  
r -

GX
2
sin2W+

X2

2
C -

3
8
kCr

2
= 0,

r -
GX
2
cos2W+

XA
2
C +

3
8
k 1 -

A
X
C r

2
= 0# 

(27)

对于平凡解 r = 0,式(25) 约化为

  Ûr = r -
GX
2
sin2W+

X2

2
C -

3
8
kCr

2 # (28)

基于线性化分析,当条件

  G< Gc = XC (29)

成立时,解 r = 0稳定# 若 G> Gc ,解 r = 0可能不稳定# 非平凡解对应于

  

GX
2
sin2W+

X2

2
C +

3
8
kCr

2
= 0,

GX
2 cos2W+

XA
2 C -

3
8 k 1 -

A
XC r

2
= 0# 

(30)

因而稳态运动的幅值满足

  3
8
kCr

2
0+

X2

2
C

2

+
3
8
k 1-

A
X
C r

2
0-

XA
2
C

2

=
GX
2

2

# (31)

其稳定性由在平衡点计算的 Jacobi矩阵

893陈   立   群    程   昌   钧



  D =

3
4
kCr

2
0 XAC -

3
4
k 1-

A
X
C r

2
0

-
3
4 k 1 -

A
XC r 0 - X

2
C -

3
4 kCr

2
0

(32)

的本征值确定# 当矩阵 D 的本征值具有负实部时, 解 r = r 0稳定# 

3  数 值结 果

为进行式( 17)的数值研究,先将积分_微分方程( 17)转化为常微分方程# 微分式( 17)并利

用Leibnitz法则,经过一些代数运算得到

  q
,
+ A&q + [ X2( 1- 2Gcos 8t ) + 3kq2] Ûq +

      [ AX
2
(1- 2Gcos 8t ) + 2GX

2
8 sin 8t - AbX

2
] q + kAaq

3
= 0# (33)

在本文中取 8 = 2、A= 0101、= 0101、a = 011和 b = 019进行数值计算# 此时,根据式

(29) 和(26) 得到 Gc = 01009# 现对于 G的若干值考察式(33) 的长期动力学行为# 

对于 G< Gc的小激励,系统为渐近稳定,响应趋于零# G= 01004 2的情形如图1所示# 

然而当激励幅值接近 Gc时,趋于零速度很慢, G= 01008的情形如图 2所示# 

图 1 G = 01 004 2时的响应         图 2 G = 01008时的响应

图 3 G = 01 009 2时的响应         图 4 G = 01018时的响应

对于 G> Gc但仍然充分小的激励,系统渐近于周期运动# 若 G仅略大于Gc,响应趋于稳

态极限环很慢# G= 010092的情形如图 3所示# 响应的幅值随着激励参数的增加而增大, G

= 01018和 G= 01072的情形分别如图 4和图 5所示# 

此外,数值算例表明系统对于足够大的 G将呈现混沌性态# G= 0198的情形如图6所示# 

粘弹性结构如柱、梁、板和壳中的混沌已有数值研究[ 11~ 18]# 图 6对应的相轨迹和功率谱分别

如图 7和图 8所示# 它们表明图 6中的不规则运动确实是混沌# 
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图 5  G = 01072 时的响应         图 6  G = 0198 时的响应

图 7  G = 0198时的相轨迹         图 8 G = 01 98的功率谱

4  结   论

建立了描述受周期轴向力作用的各向同性、简支非线性粘弹性柱的积分_偏微分方程( 8)# 

构成柱的非线性粘弹性材料满足 Leaderman 本构关系( 3)# 应用 Galerkin 方法将方程( 8)简化

为积分_微分方程( 12)# 

在松弛函数由式( 14)给出的假设下,应用平均法的观点分析了柱的动力学行为# 基于平

均化系统( 25) ,得到了激励参数的临界值( 29) ,激励参数超过该临界值时,系统平衡状态失稳# 

对应相应常微分方程( 33)的数值结果表明随着激励参数 G的增加系统相继出现渐近稳定

平衡状态、周期运动和混沌# 数值模拟结果证实了解析方法得到的激励参数临界值 Gc # 
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Stability and Chaotic Motion in Columns of

Nonlinear Viscoelastic Material

CHEN Li_qun1, 2,  CHENG Chang_jun1, 2

( 11Shanghai In stitute of Applied Mathem atics and Mechanics ,

Shan gha i 200072, P R China ;

21Depa rtm ent of Mechanics , Shan gha i Un ivesity , Shanghai 201800, P R China )

Abstract: The dynamical stability of a homogeneous, simple supported column, subjected to a per-i

odic axial force, is investigated. The viscoelastic material is assumed to obey the Leaderman nonlinear

constitutive ralation. The equation of motion was derived as a nonlinear integro_partial_differential

equation, and was simplified into a nonlinear integro_differential equation by the Galerkin method.

The averaging method was employed to carry out the stability analysis. Numerical results are present-

ed to compare with the analytical ones. Numerical results also indicate that chaotic motion appears.

Key words: stability; chaos; averaging method; Galerkin method; viscoelastic column
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