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摘要:  研究一类拟线性抛物型 H_半变分不等式,即研究具有非凸、非光滑泛函的抛物型变分不等

式# 这类问题的研究来自力学# 利用 Clarke 广义梯度和伪单调算子理论, 证明了一类拟线性抛物

型H_半变分不等式解的存在性# 
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引   言

设 8 是N_维欧氏空间R
N
中有界开子集, 0 < T < ] , 2 [ p < ] , Q = 8 @ (0, T ) ,

1
p

+

1
pc = 1# 为了方便起见,往下记 V = W

1, p
0 ( 8 ) , Vc= W

- 1, pc
( 8 )# 那么, V在L

p
( 8) 中稠且紧

嵌入于 L
p
( 8)# 记 + # +B 为任何给定 Banach空间 B 的范数, 3#, #4B 表示B 和其对偶空间

Bc之对偶积# 对任何 r > 0, 我们用 L
r
( I , B) 表示 I = [ 0, T ] 到 B 的满足QI

+ b( t ) + r
Bdt <

+ ] 的可测函数 b ( t ) 的全体# 令 X = L
p
( I , V) , Xc = L

pc
( I , Vc) (见[ 1] , p412) # 

定义算子 A : X y X
c
, 由下列微分算子产生:

3Au, v4X = QQ
E
N

i= 1
ai ( x , t , u, ¨u)

5v
5 xidxdt + QQ

a0( x , t , u, ü ) v dxdt

( Pu, v I X ) , (1)

其中 ai ( x , t , G, F) ( i = 0, 1, ,, N) 满足适当的正则性和增长性假设# 

我们研究下列抛物型 H_半变分不等式:

问题(P) :寻求 u I X , u( 0) = 0, 使得

3du
dt

, v4X + 3Au, v4X + QQ
g

0
( x , t , u, v)dxdt \3f , v4X   ( Pv I X ) ,

其中 f I Xc, 算子 A 由(1) 定义, g
0
( x , t , #, #) 表示Clarke方向导数# 

变分不等式理论日臻完善# 它的研究与能量泛函的凸性密切相关# 事实上,变分不等式
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解的存在性是基于单调方法[ 2~ 5]# 

如果对应的能量泛函是非凸、不可微,这类不等式被称为H_半变分不等式# 它们的导出

是基于 Clarke广义梯度# 几类力学和物理学中导出的椭圆型 H_半变分不等式已有研究(见[ 6

~ 9] )# 

然而,对抛物型H_半变分不等式的研究却刚刚起步# 就我们所知, 仅仅最近,Miettinen[ 10]

利用 Galerkin方法证明了一类半线性抛物型H_半变分不等式解的存在性# 

本文的目的是利用不同的方法,推广Miettinen[ 10]的工作# 我们结合多值伪单调算子理论

和Clarke广义梯度,证明问题( P)的解存在# 

1  基 本假 设

对于 Banach空间 B 上定义的局部 Lipschitz函数 h: B y R, 一般说来, 它既不凸也不可

微# 对这类函数,可以定义广义方向导数(见[ 11, 12] ) :

  h
0
( u, v ) = lim sup

w y u, Ky0
+
K- 1

[ h ( w + Kv ) - h(w ) ]   ( u, v , w I B ) # 

我们定义广义( Clarke)梯度

  5h( u ) = w I Bc: h0
( u, v) \3w , v4B, Pv I B # 

设 g ( x , t , s ) : Q @ R y R ,关于( x , t ) 在 Q上是可测函数,关于 s在R 上是局部 Lipschitz

函数;并且在 Q 上几乎处处有g ( x , t , 0) = 0# 则我们有

g
0
( x , t , F, G) = lim sup

NyF, Ky 0
+
K- 1

[ g ( x , t , N+ KG) - g ( x , t , N) ] ,  ( PN, G, F I R)# 

5g ( x , t , F) = G I R : g
0
( x , t , F, N) \ GN, PN I R # 

我们还假设函数 g 满足下列增长性条件

H1) | w | [ a1+ a2 | s |
p- 1   ( Pw I 5 g( x , t , s ) , s I R, a. e. ( x , t ) I Q) ,

其中 a1, a2是正常数# 

由假设H1)和Lebourg 中值定理(见[ 12, p41] )推出

| g( x , t , s ) | = | w ( x , t ,�s ) s | [ a
c
1+ a

c
2 | s |

p   ( Ps I R, a. e. ( x , t ) I Q) ,

其中 a
c
1, a

c
2是正常数,而w ( x , t , �s ) I 5g ( x , t ,�s ) , �s 属于以0和 s为端点的线段# 由此可知,

泛函 G: L
p
( Q) y R # 

G ( u) = QQ
g( x , t , u( x , t ) )dxdt   ( Pu I L

p
(Q) )# 

在 L
p
( Q) 上是局部 Lipschitz泛函# 它在点 u 的广义梯度是

5( G | Lp) ( u ) = w I L
pc
( Q) : G

0
( u, v) \ 3w , v4L

p, Pv I L
p
( Q) ,

其中   G
0
( u, v) = lim sup

w y u, Ky0
+
K- 1

[ G (w + Kv ) - G(w ) ]# 

往下我们还假设:

H2) 函数 a i ( x , t , G, F) ( i = 0, 1, ,, N ) 满足 Caratheodory 条件,且有

| a i ( x , t , G, F) | [ k 1( x , t ) + a | G |
p- 1

+ a | F|
p- 1

( a. e. ( x , t ) I Q, PG I R, F I R
N
) ,

其中   k1( x , t ) I L
pc
( Q) , a是正常数# 

H3) 对于 a. e. ( x , t ) I Q, PG I R , F, Fc I R
N 且FX Fc,有
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  E
N

i= 1

( ai ( x , t , G, F) - ai ( x , t , G, Fc) ) ( Fi - Fci ) > 0 # 

H4) 存在正常数 C和 k2( x , t ) I L
1
( Q) ,使得

  E
N

i= 1

ai ( x , t , G, F)Fi + a0( x , t , G, F) G \ C| F|
p
- k2( x , t )

( a. e. ( x , t ) I Q, P G I R, F I R
N
) # 

定义  Lu = uc,且它的定义域 D(L ) = v I X : vc I Xc, v (0) = 0 # 这里 uc表示u的

广义导数,即:

  Q
T

0
uc( t ) U( t )dt = - Q

T

0
u( t ) Uc( t )dt  ( PU I C

]
0 (0, T ) )# 

那么,

  3Lu , v4X = Q
T

0
3uc( t ) , v ( t )4vdt  ( u I D( L) , v I X )# 

由[ 1]知, L 是稠定闭的极大单调线性算子# 

由[ 11, p109]定理 314, 有

  5( G | X ) ( u ) A 5( G | Lp ) ( u )   ( Pu I X )# (2)

为了方便起见, 我们给出

定义 111  我们称算子 A: X y Xc,关于 D(L ) 具有( S+ ) _性质,如果下列条件满足:对于

任何 un < D( L ) ,在 X 中un y (弱) u, 在 Xc中Lun y (弱) Lu且

  lim sup3Aun , un - u4X [ 0,

那么,在 X 中有un y u# 

定义 112  设 X 是自反Banach空间, L : D( L ) A X y Xc是线性稠定极大单调算子,而T :

X y 2Xc \ < 是具有弱紧和凸值的多值算子# 我们称算子 T 关于D(L ) 是伪单调,如果下列

条件满足 :

对于任何 un < D(L ) , 在 X 中un y (弱) u,在 Xc中Lun y (弱) Lu且wn I Tun , n \1,

在 Xc中wn y (弱) w# 若

  lim sup3w n, un4X [ 3w , u4X ,

则有 W I Tu 和3wn, un4X y 3w , u4X# 

注:令 W = u I X (= Lp ( I , V ) ) : uc I Xc( = Lpc( I , V) ) # 在 W 中引进范数 + u + w = + u + X +

+Lu + Xc, W成为一个 Banach空间且紧嵌入于 Lp ( Q ) (见[ 1, p450] )# 

引理 111[ 13]  假设H2) ~ H4)满足# 那么由( 1)定义的算子A : X y Xc是有界的连续算子,

并且关于 D (L ) 具有( S+ ) 性质# 

引理 112[ 14]  设 X 是自反 Banach空间, L: D( L) A X y Xc是线性极大单调算子# F: X

y 2
Xc

\ < 是具有弱紧和凸值的多值算子, 且满足有界、弱上半连续、强制性 (即

inf 3w , u4X: w I F( u ) / +u +X y ] ,当 + u +X y ] 时) 条件# 若 F 关于D( L ) 是多值

伪单调算子,那么, R( L + F ) = Xc(即( L + F) (#) 是满射)# 

2  主 要结 果

为了证明本文的主要定理,我们首先证明
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引理 211  设H1)满足# 则下列不等式成立

  G
0
( u, v) [ c(1+ +u + p- 1

Lp ) +v +Lp   ( P u, v I L
p
( Q) ) , (3)

  +w +L
pc [ c(1+ +u + p- 1

L
p )  ( Pw I 5( G | L

p
) ( u) , u I L

p
( Q) ) , (4)

这里 c 是正常数# 

证明  由文献[ 12]命题 21112和HÊ lder不等式,有

  G
0
( u, v) [ QQ

g
0
( x , t , u ( x , t ) , v ( x , t ) )dxdt =

QQ
max w ( x , t ) v( x , t ) | w I 5g ( x , t , u( x , t ) ) dtdt [

QQ
max | w ( x , t ) | | v( x , t ) | w I 5g( x , t , u( x , t ) ) dtdt [

QQ
( a1+ a2 | u( x , t ) |

p- 1
) | v( x , t ) | dxdt [

QQ
( a1+ a2 | u( x , t ) |

p- 1
)
pcdxdt

1/ pc

+v +L
p =

c(1+ +u + p- 1
L
p ) +v +L

p ,

其中 c 是一个正常数# 这就证明了(3) # 

再利用[ 12]命题 21112和( 3)式,就有

  +w +L
pc = sup 3w , v4L

p: +v +L
p [ 1 [

sup G
0
( u, v) : +v +Lp [ 1 [

c(1+ +u + p- 1
L
p )  ( Pw I 5( G | Lp ) ( u) , u I L

p
(Q) )# 

到此为止,我们就证明了引理 211# 

众所周知, 在 Banach空间 V(= W
1, p
0 ( 8 ) ) 中,我们可以定义等价范数

  +u +V = Q8
| ü |

p dx
1/ p

  ( Pu I V) # 

并且,有 Poincare不等式[ 11, p62]

  Q8
| u |

p dx
1/ p

[ Q+u + v   ( Pu I V)# 

从而,有

  +u +L
p [ Q+ u +X   ( Pu I X )# (5)

这里 Q是嵌入常数# 

利用( 2)式, 对任何 w I 5( G | X) ( u) A 5( G | Lp) ( u) ,有

  3w , u4X = 3w , u4L
p   ( P u I X ) , (6)

即    3w , u4X = QQ
wu dxdt   ( P u I X )# 

由( 5)和( 6) ,对任何 w I 5( G | X ) ( u ) ,就有

  +w +Xc = sup 3w, v4X: +v +X [ 1 =

sup 3w, v4L
p : +v +X [ 1 [

sup 3w, v4L
p : +v +L

p [ Q =

sup Q3w , v4L
p: +v +L

p [ 1 =

Q+w +L
pc# 
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因此,利用( 4)式,我们有

  +w +Xc [ Q+w +L
pc [ cQ(1 + Qp- 1 + u +p- 1

X )   ( Pw I 5( G | X ) ( u) )# (7)

现在,我们来证明

定理 212  设条件H1) ~ H4)满足# 且 C- cQp > 0,其中 C, c , Q分别是H4) , (4) , (5) 中出

现的正常数# 则

  Range L + A + 5( G | X) = Xc# 

证明  因为 X 是自反 Banach空间,由广义梯度的基本性质 1[ 11, p99] ,5( G | X ) ( u) 是 Xc

中的一个非空弱紧凸子集# 从而, Au + 5( G | X) ( u) 是 Xc中非空弱紧凸子集# 并且由引理

111和(7) 式知算子A + 5( G | X )是有界的# 而从广义梯度的基本性质6[见11, p99]和引理211

容易推出 A + 5( G | X ) 是弱上半连续的# 

往下证明算子 A + 5( G | X ) 关于 D( L ) 是伪单调的# 设 un < D(L ) , un y (弱) u, Lun

y (弱) Lu,且 wn I 5( G | X ) ( un ) , n \ 1,满足

  Aun + wn y (弱) y
*

(8)

  lim sup3Aun + wn, un4X [ 3y *
, u4X# (9)

由此可得

  lim sup3Aun + wn, un - u4X [ 0# 

根据 lim sup的定义,存在 3Aun , un - u4X 的子序列 3Aun
k
, un

k
- u4X 使得

  lim sup3Aun , un - u4X = lim
k y ]

3Aun
k
, un

k
- u4X# 

因此

  lim sup3Aun + wn, un - u4X \ lim sup3Aun
k
+ wn

k
, un

k
- u4X \

      lim inf3Aun
k
, un

k
- u4X + lim inf3w n

k
, un

k
- u4X =

      lim
k y ]

3Aun
k
, un

k
- u4X + lim inf3wn

k
, un

k
- u4X \

      lim sup3Aun , un - u4X + lim inf3wn, un - u4X# 

所以,我们有

  lim sup3Aun , un - u4X + lim inf3wn, un - u4X [ 0# (10)

利用( 2)式, w n I 5( G | Lp) ( un )# 

故    w n I L
pc
( Q)# 

因此,  3w n, un - u4X = 3wn, un - u4L
p# (11)

由 un 和 Lun 分别在X 和Xc中的弱收敛性和第 1节的注,有

在 L
p
( Q) 中, un y u# (12)

又由引理 211, wn 在L
pc
(Q) 中是有界序列# 所以

  lim inf3w n, un- u4X = lim inf3wn, un - u4L
p = 0# (13)

利用( 10)和( 13)式,我们就有

  lim sup3Aun , un - u4X [ 0# (14)

根据引理 111,就可推出

在 X 中, un y u, (15)

在 Xc中, Aun y Au# (16)

再利用( 8) , 就有
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在 Xc中,  wn y (弱) y
*
- Au# (17)

由( 15)和( 17)式, 有

  l im
ny ]

3w n, un4X = 3y *
- Au, u4X# (18)

再利用[ 12, p29]命题 21115,我们有

  y
* I Au + 5( G | X) ( u)

和    l im
ny ]

3Aun + wn, un4X = 3y *
, u4X# 

这就证明了 A + 5( G | X ) 关于 D(L ) 是伪单调的# 

最后,我们证明 A + 5( G | X ) 是强制的# 设 u I X , w I 5( G | X ) ( u)# 则由H4) 和(7) ,

有

3Au + w , u4X \ C+ u +p
X - QQ

k2( x , t )dxdt - +w +Xc +u +X \

    C+u + p
X - cQ(1+ Qp- 1 +u + p- 1

X ) +u +X - QQ
k 2( x , t ) dxdt \

    ( C- cQp ) +u + p
X - cQ+u +X - QQ

k 2( x , t ) dxdt# (19)

由于 C- cQ
p
> 0,有

inf
3Au + w , u4X , w I 5( G | X ) ( u)

+u +X
y ] ,  当 +u +X y ] 时 (20)

这就证明了 A + 5( G | X ) 是强制算子# 因此,根据引理 112, 有

  Range L + A + 5( G | X) = Xc# 证毕# 

定理 213  在定理212的条件之下,问题( P)至少存在一个解# 

证明  由定理 212,对任何 f I Xc,存在 u I X H D(L ) 使得

  f I Lu + Au + 5( G | X ) ( u) ,

即存在 w I 5( G | X) ( u) ,使得

  Lu + Au + w = f# 

因此,就有

  3Lu , v4X + 3Au, v4X + 3w , v4X = 3f , v4X  ( Pv I X )# (21)

根据[ 11, 12] ,作为 Banach空间 X 上的泛函G ( u) , 有

  G
0
X ( u, v) = lim sup

w y u, Ky0
+
K
- 1
[ G (w + Kv ) - G(w ) ]  ( Pu, v, w I X )

和    G
0
X ( u, v) [ QQ

g
0
( x , t , u, v )dxdt  ( P u, v I X )# (22)

而广义梯度

  5( G | X ) ( u ) = w I Xc: G0
X ( u, v) \3w , v4X , Pv I X , (23)

由( 21) ~ ( 23) ,我们就有 u (0) = 0

  3du
dt , v4X + 3Au, v4X + QQ

g
0
( x , t , u, v )dx dt \ 3f , v4X   ( Pv I X )# 

这就证明了定理# 
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A Class of Parabolic Hemivariational Inequalities

LIU Zhen_hai

( Depar tm ent of Ma them atics , Chan gsha Univer sity of Electr ic Pow er ,

Chan gsha 410077, P R China )

Abstract: Quasilinear parabolic hemivariational inequalities as a generalization to nonconvex functions

of the parabolic variational inequalities are discussed. This extension is strongly motivated by various

problems in mechanics. By use of the notion of the generalized gradient of Clarke and the theory of

pseudomonotone operators, it is proved there exists at least one soluton.

Key words: parabolic hemivariational inequalities; multivalued mappings; existence results
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