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摘要 : � 研究一类半空间上带泊松跳的反射扩散过程的随机最优控制问题�� 得到关于这一控制问

题的非线性Nisio 半群, 和联系这一半群的带Neumann边界条件的哈密顿�雅可比�贝尔曼方程�� 讨

论这一类方程的粘性解的存在唯一性等问题�� 证明该控制问题中的价值函数是这一方程的一个

粘性解��
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引 � �言

关于反射扩散过程的随机最优控制问题已被不少的数学家所考虑��例如, P. L. Lions 在文

[ 1] , 和 J. L.Menaldi 及M. Robin 在文[ 2] 中都研究过此问题��在本文我们将考虑一个关于半空

间上带泊松跳的反射扩散过程的随机最优控制问题��

设 d � 2, D = x = ( x
1
, x

2
, � , x

d
) � R

d
, x

d
> 0 为 R

d
上的半空间, 其边界为 �D =

x � R
d
; x

d
= 0 �� 记 Z = R

d
\ 0 , 设 �( dz ) 是可测空间( Z, B( Z ) ) 上的一个 �_有限测度

并满足: 对任一集合 A � R( Z ) , 如果 �A � 0 = �, 则 �( A ) < �� 设 m � 1, 记 �是R
m 上

的一个紧凸集��

假设 b ( u, x ) = ( bi ( u , x ) )
d
i = 1, �( u, x ) = ( �ij ( u, x ) )

d
ij = 1, c( u , x , z ) = ( ci ( u , x , z ) )

d
i = 1和

�( x ) = ( �i ( x ) )
d
i= 1 是分别定义在 � � Rd

, � � R
d � Z 和 R

d 上的向量值和矩阵值的 Borel 可

测函数�� 我们还总假设 �i ( x ) � 0, i = 1, 2, � , d - 1, 和 �d ( x ) � 1��

给定一个完备的概率空间 ( �, F, P) 及其上的一个满足通常条件的流 Ft t �0�� 设 B =

B t , t � 0 是一标准 R
d
_值(Ft ) _布朗运动, q ( dt , dz ) 为( Z , B ( Z) ) 上的一(Ft ) _鞅测度, 它

对应一个以 �( dz ) 为特征测度的平稳泊松过程且与布朗运动 B 相互独立�� 一个 �_值的随机

过程 U = Ut , t � 0 被称为是一个允许控制过程如果它是一个(Ft ) 一循序可测过程�� 全体

允许控制过程的集合记为 Aad��

这里所考虑的随机系统 X t = X t ( x , U) , t � 0, 是一个(Ft ) _适应的右连左极�D_值扩散过
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程 X = X t , t � 0 满足下面的随机微分方程:

� � dX t = b ( Ut , X t ) dt + �( Ut , X t ) dB t +

�Z
c( Ut , X t- , z ) q( dt , dz ) + �( X t ) d�t�� ( 1)

及反射边界条件:

� ��
t

0
X

d
s d�es = 0, 和如果 ��t > 0 则 ��t = 2X d

t � ( � t � 0) , ( 2)

这里控制过程 U0 � Aad , �0 = �t , t � 0 是一个(Ft ) _适应的右连左极增过程, 记 ��t = �t -

�t- 和 �
c
t = �t - �

s� t

��s��

我们将考虑如下的费用函数:

� � J ( t , x , g, U) = E �
t

0
f ( Us, Xs) �( s ; U, X ) ds +

h( X t ) �( t ; U, X ) , ( 3)

在全体允许控制下的最小值��这里, f ( u, x ) , e( u, x ) 和 h ( x ) 分别是定义在 � � R
d 和 R

d 上

的Borel可测函数, X t = X t ( x , U) , t � 0, 是由方程( 1) 及边界条件( 2) 所确定的随机过程�� 另

外��

� � �( t ; U, X ) = exp -�
t

0
e( Us , Xs ) ds � � ( � t � 0)�� ( 4)

因此, 我们将考虑如下的价值函数:

� � V( t , x , h ) = inf
U� A

ad

J ( t , x , h, U) , ( 5)

和

� � V( x ) = inf
U� A

ad

E �
�

0
f ( Ut , X t ) �( t ; U, X ) dt �� ( 6)

在下一节中, 我们首先简单地讨论由方程( 1) ~ ( 2) 所确定的带跳反射扩散过程��然后,

我们在只对系统过程的跳作一般限制之下, 构造一个关于价值函数 V( t , x , h) 的非线性半群

(Nisio 半群) Qt t � 0�� 我们还将讨论价值函数 V( x ) 的连续性及证明它满足一动态规划方程��

在第 2节中, 我们首先获得一个关于半群 Q t 的生成算子A 的表示定理�� 进而我们考虑

由这一表示定理所导出的一个带Neumann 边界条件的哈密顿�雅可比�贝尔曼方程:

� �
sup
u� �

- L ( u) �( x ) + e( u, x ) �( x ) - f ( u , x ) = 0� ( x � D) ,

��( x ) /�x d
= 0� ( x � �D ) ,

( 7)

这里 L ( u) 是一个联系于生成算子A 的二阶积分_微分算子�� 然后, 我们给出一个关于这一类

方程的粘性解的定义�� 并讨论了在不同条件下这一解的存在唯一性问题�� 最后, 我们证明

了价值函数 V( x ) 是它的一个粘性解��

1 �带跳反射扩散和 Nisio 半群

对任一初值 x � �D 和控制U � Aad , 如果存在一(Ft ) _适应的和右连左极的 �D_值过程X t

= X t ( x , U) , t � 0, 和一(Ft ) _适应的和右连左极的增过程�t = �t ( x , U) , t � 0, 满足如下的随

机积分方程:
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� � X t = x +�
t

0
b ( Us, X s) ds +�

t

0
�( Us, Xs) dBs +

�
t

0�Z
c( Us, X s, z ) q( d s, dz ) +�

t

0
�( Xs ) d�s � ( t � 0) , ( 8)

和初值条件: X 0 = x , �0 = 0, 及反射边界条件( 2) , 则称( X , �) = ( X t , �t ) , t � 0 为随机微分

方程( 1) 在边界条件( 2) 下的一个解�� 为得到这一解的存在性及唯一性, 我们需要如下的假

设:

A1) 函数 b (�, �) , �(�, �) 和 c(�, �, �) 满足: 存在常数 c0 > 0使得,

� � | b( u , x ) | + | �( u , x ) | + �Z
c( u, x , z ) �( dz ) � c0 � ( � ( u, x ) � � � �D ) , ( 9)

和对 � ( u, x ) , ( v, y ) � � � �D,

� � | b( u , x ) - b( v, y ) |
2
+ | �( u, x ) - �( v , y ) |

2
+

� � � � � ��Z
| c( u, x , z ) - c( v, y , z ) |

2
�( dz ) � c0( | x - y |

2
+ | u - v |

2
)�� ( 10)

A2) 函数 cd (�, �, �) 满足:

� � x
d

+ cd ( u, x , z ) � 0� � ( � ( u, x , z ) � � � �D � Z)�� ( 11)

定理 1�1�在条件 A1) 下, 方程( 1) 存在唯一满足边界条件( 2) 的解 ( X , �)�� 进一步, 如果

条件A2) 被满足, 则增过程 �是连续的��

应用经典的逐次逼近法和关于非连续函数的 Skorohod 引理可证明这一定理( 详细可参见

[ 3] 或[ 4] )�� 下面为方便起见 , 对任一允许控制 U � Aad , 和 x , y � �D 和 t � 0 , 记

X
x
t = X t ( x , U) 和 �

x
t = �t ( x , U) , 和 X

y
t = X t ( y , U) 和 �

y
t = �t ( y , U)�� 应用 Ito 公式和标准的

随机分析方法, 我们不难得到如下的估计:

定理 1�2�在条件A1) 下, 下面各命题成立:

a) 对任一固定的 T > 0, 存在常数 cT, 0 > 0 使得:

� � sup
U�A

ad

E sup
0� t � 1

( | X
x
t - X

y
t |

2
+ | �xt - �yt |

2
) �

� � � � � � Cr , 0 | x - y |
2� � ( � x , y � �D)�� ( 12)

b) 对任一固定的 T > 0, 存在常数 CT , 1 > 0 使得对任意的 x � �D ,

� � sup
U�A

ad

E [ | X
x
t - X

x
s | + | �xt - �ys |

2
] � CT , 1 | t - s |

( � s, t � [ 0, T ] )�� ( 13)

c) 对任意的 t > 0和 x � �D,

� � l im
n� �

sup
U� A

ad

P ( | X
x
t | > n ) = 0�� ( 14)

令 Bs ( �D ) 是定义在 �D 上的全体有界且上半连续函数所成的集合�� 则在上确界范 � h � �
= sup

x � �D
| h( x ) | 下, Bs( �D ) 是由全体 �D 上有界和可测函数所成的巴拿赫空间上的一个闭凸锥

(见[ 5] )�� 另记 Cb( �D ) 是 �D 上全体有界且连续函数所成的集合��

对任意的 t � 0, 我们定义一个 Bs( �D ) 上的算子:

� �
Qth( x ) = V( t , x , h) � � ( � t > 0) ,

Q0 h( x ) = h( x ) ,
( 15)

这里 V( t , x , h ) 是由( 5) 所定义的价值函数��

下面我们将证明 Q t t �0 构成 Bs( �D ) 上的一个非线性半群�� 这一半群也称为关于随机

975关于带跳的反射扩散过程的随机最优控制问题



最优控制问题的 Nisio 半群�� 在[ 2] 中, Menaldi 和 Robin在条件 A2) 下讨论了这一半群�� 下

面我们将在设有这一限制下得到相应的结论��

A3) 函数 f (�, �) 和 e(�, �) 满足, 存在常数 c1 > 0使得

� � | f ( u, x ) | + | e( u , x ) | � c1 � ( � ( u , x ) � � � �D ) , ( 16)

和对任意的 ( u, x ) , ( v, y ) � � � �D,

� � | f ( u, x ) - f ( v, y ) |
2

+ | e( u , x ) - e( v, y ) |
2 �

� � � � � � c1( | x - y |
2

+ | u - v |
2
)�� ( 17)

� �A4) 函数 e(�, �) 满足, 存在常数 �0 > 0 使得

� � e( u, x ) � �0 � ( � ( u, x ) � � � �D )�� ( 18)

A5) ��
*

(�, �) 是严格椭圆的: 存在常数 �0 > 0使得对任意的( u, x ) � � � �D 和y � R
d
,

| y | = 1,

� � y�( u, x ) �* ( u, x ) y
* � �0, ( 19)

这里 �* ( u, x ) 和 y
* 分别是 �( u , x ) 和 y 的转置��

定理 1�3�假设条件A1) 和A3) ~ A5) 被满足, 则 Qt t � 0 满足:

1) Qt : Bs( �D ) � Bs( �D) � � ( � t � 0) ,

2) � Q th1 - Qth2 � � � e
- �

0
t � h1 - h2 � � � ( � t > 0) 和 h1, h2 � Bs( �D ) ;

3) 如果 h (�) � Bs ( �D ) 在 �D 上一致连续, 则当 t � s 时, � Q th - Q sh � � � 0,

4) Q t+ sh( x ) = Qt ( Qsh ( x ) ) , � s . t > 0和 � h � Bs( �D )�� 因此, Q t t �0 构成了Bs ( �D) 上

的非线性半群��

证明� 1) 首先, 对任意的 h(�) � Cb( �D) , 应用假设 A1) 和A3) 及估计( 12) , 不难得到, 存

在常数K t > 0使得对任意的 x , y � �D 和U � Aad ,

� � | J ( t , x , h, U0) - J ( t , y , h, U) | � K t ( | x - y | + E[ | h( X
x
t ) - h( X

y
t ) | ] )��

对任意的 n 和任给的�> 0, 由于 h(�) 在 x � �D ; | x | � n 上一致连续, 故存在 �n, � > 0使

得对任意 x 1, x 2 � x � �D ; | x | < n 和 | x 1 - x 2 | < �n, �, 成立:

� � | h( x 1) - h( x 2) | < �/ 2��

设 �n = w ; | X
x
t ( w ) | � n, | X

y
t ( w ) | � n, | X

x
t ( w ) - X

y
t ( w ) | < �n, �

则可得:

� � E[ | h( X
x
t ) - h( X

y
t ) | ] � �� \ �

n

+��
n

| h( X
x
t ( w ) ) - h( X

y
t ( w ) ) | P ( dw ) �

� � � � � � 2� h � � [ P ( | X
x
t | > n) + P | X

y
t | > n) +

� � � � � � P ( | X
x
t - X

y
t | � �n, �) ] + �/ 2��

应用切比雪夫不等式和( 12) , 我们有

� � P( | X
x
t - X

y
t | � �n�) � Ct , 0

| x - y |
2

�
2
n, �

而由( 14) 我们可得:

� � l im
n� �

[ P( | X
x
t | > n) + P ( | X

y
t | > n) ] = 0��

因此我们有:

� � E[ | h( X
x
t ) - h( X

y
t ) | ] � 0 当 | x - y | � 0��

即 J ( t , �, h , U) � Cb( �D) , 从而 Qth (�) � Bs ( �D)��
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现对 � h � Bs( �D ) , 存在一函数列hn(�) � Cb( �D ) 使得 hn ( x ) � h( x ) 当 n � � (见[ 5] 中

定理 2�1的证明)# 应用法都引理, 可得对任一 U I Aad , 当 n y ] 时我们有

  0 [ J ( t , x , hn , U) - J ( t , x , h, U) [

      [ e- K
0
t
E [ hn( X

x
t ) - h ( X

x
t ) ] y 0# 

因此当 n y ] 时我们可得

  0 [ Q thn( x ) - Qth( x ) [

      sup
U I A

ad

[ J ( t , x , hn , U) - J ( t , x , h, U) ] y 0# 

从而可得 Qth( #) I Bs( �D )# 

2) 和 3) 的证明是标准的, 在这我们略去其证明# 

4) 应用上述的结论, 及如文[ 5] , [ 6] 或[ 7] 中关于 Bellman原理的证明方法, 可以证明: 对任

意的 �D 上的一致连续函数h( #) I Bs( �D ) , 成立 Qt+ sh( x ) = Qt ( Qsh( x ) )# 这里忽略其详细证

明# 

现对任意的 h (#) I Cb( �D ) , 取 g (#) I C
]

( �D ) 满足如果 | x | [ 1 则 g ( x ) = 1; 如果 1

[ | x | [ 2则0 [ g ( x ) [ 1; 如果 | x | \ 2则 g( x ) = 0# 对任意的 n, 定义 gn( x ) = g ( x / n )

和 hn( x ) = gn ( x ) h ( x )# 

显然对任意的 n, hn( #) 在�D 上一致连续且有hn( x ) | h( x ) , n y ] # 因此可证: 对任意的

h (#) I Cb( �D) , Q t+ sh( x ) = Qt ( Qsh( x ) )# 

最后, 对任意的 h( #) I Bs( �D ) , 已知存在一函数列 hn( #) I Cb( �D ) 使得: hn( x ) | h ( x ) ,

n y ] # 因此也可证得对任意的 h( #) I Bs( �D) , Q t+ sh( x ) = Q t ( Qsh( x ) )# 证毕

定理 114 在定理 113 的假设之下, 对任意的 t > 0, 由( 6) 所定义的价值函数 V( x ) 是下

面方程的唯一解

  Qth = h,  h I Bs( �D )# ( 20)

证明  对任意的 h (#) I Bs ( �D) , 在定理的假设之下, 我们可得:

  | Qth( x ) - inf
U I A

ad

E Q

t

0
f ( Us , Xs ) <( s; U0, X 0) ds | [ exp[- K0t ] + h + ]

和

  E Q

]

t
f ( Us , Xs ) <( s ; U0, X 0) ds [

1
K0

exp[- K0 t ] C1# 

困此我们得到: lim
t y ]

Qth( x ) = V( x )  ( P x I �D )# 

另一方面, 由定理 113中的2) , 存在唯一的不动点 h(#) I Bs( �D) 使得: Qth t = ht# 但是,

对任意的 t > 0, 由定理 113 的 4) , 有

  Q2th t = Qt ( Qth t ) = Q tht = ht# 

因而, 由不动点的唯一性, 可得 h2t = ht# 由归纳法可得: hnt = ht# 因此对任意的 t > 0 和 x

I �D 我们有: 对任意的 x I �D ,

  ht ( x ) = l im
n y ]

hnt ( x ) = l im
n y ]

( Qnthnt ( x ) ) =

lim
n y ]

( Qnth t ( x ) ) = V( x )# 

因此我们已证对任意的 t > 0, h t ( x ) = V( x )# 证毕

根据定理 113和定理 114, 应用如文[ 5] 或[ 7] 中所用的标准方法, 可证得下面的结果:

定理 115 在定理113 的假设之下, 价值函数 V(#) I Cb( �D ) , 而且 V( x ) 满足如下的动态
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规划方程:

  V ( x ) = inf
U I A

ad

E Q

t

0
f ( Ut , X t ) <( t ; U, X ) dt + V( X t ) <( t ; U, X ) # ( 21)

这里 S 为一(Ft ) _停时# 

2  哈密顿#雅可比#贝尔曼方程

设 C
2
b( �D ) 是全体具有二阶有界连续偏导数的函数所成的集合, 并记 C

2
ub( �D) 为 C

2
b( �D) 中

其各阶偏导数及自身都在 �D 上一致连续的函数的全体# 

对任意的 u I #, 定义 C
2
b( �D) 上的两个积分 _微分算子:

  L 0( u) h( x ) =
QZ

h [ x + c( u, x , z ) ] - h( x ) -

E

a

i= 1
ci ( u, x , z )

5h( x )

5x
i M( dz )# ( 22)

  L ( u) h ( x ) =
1
2 E

d

i, j = 1
a ij ( u, x )

5
2
h( x )

5x
i
5 x

j + E

d

i = 1
bi ( u, x )

5 h( x )

5x
j +

L 0( u) h( x ) , ( 23)

这里 a ( u, x ) = R( u, x ) R
*

( u, x )# 下面我们将证明一个关于 Qt t \ 0的生成算子A 的表示定

理, 这一表示定理将导致我们考虑一个哈密顿 # 雅可比 # 贝尔曼方程(简H_J_B 方程)# 

定理 211 设 A 为半群 Qt t \ 0 的生成算子# 假设 h( #) I C
2
ub( �D) 且在 5D 上满足

5 h( x ) /5x
d

= 0# 则在条件 A1) ~ A5) 下, h( #) 属于 A 的定义域, 而且

  Ah( x ) = - sup
u I #

- L ( u) h ( x ) + e( u , x ) h ( x ) - f ( u , x )  ( P x I �D )# ( 24)

证明  对任意的 h (#) I C
2
ub( �D ) 且在5D 上满足: 5h( x ) / 5x

d
= 0, 记

  Lh( u, x ) = - L ( u) h( x ) + e( u, x ) h( x ) - f ( u, x )# ( 25)

由于 # 是R
m 中的紧凸集, 如在[ 5] 或[ 7] 中, 我们可证得:

  sup
U I A

ad

E Q

t

0
Lh( Us , x ) ds \ t # sup

u I #
Lh( u, x ) =

      E Q

t

0
sup
u I #
Lh( u, x ) ds \ sup

U I A
ad

E Q

t

0
Lh( Us , x ) ds # 

因而

  - t sup
u I #
Lh( u, x ) = - sup

UI A
ad

E Q

t

0
Lh( Us , x ) ds # ( 26)

由于条件A2) 被满足, 根据定理 211, 增过程 N#是连续的# 应用 Ito 公式可得:

  E[ h( X t ) <( t ; U, X ) ] - h ( x ) =

      E Q

t

0
< ( s ; U, X ) ( L ( Us ) h( Xs ) - e( Us, X s) h( Xs) ) ds # 

因此, 我们有:

  Qth( x ) - h( x ) = inf
U I A

ad

E
Q

t

0
< ( t ; U, X ) (- Lh( Us, X s) ) d s # ( 27)

现由( 26) 和( 27) 两式可得

  - sup
u I #
Lh( u, x ) -

Qth ( x ) - h( x )

t
[
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1
t

sup
U I A

ad

E
Q

t

0
| Lh( Us, x ) - Lh( Us , Xs) | ds +

      
1
t

sup
U I A

ad

E Q

t

0
( 1- <( s; U, X ) ) | Lh( Us, x ) | ds # 

由定理112, 我们可得: 存在常数 K 0 > 0 使得

  1
t

sup
U I A

ad

E
Q

t

0
( 1- <( s; U, X ) ) | Lh( Us, x ) | ds [ K 0 t# 

和一致地在 �D 上有

  
1
t

sup
U I A

ad

E
Q

t

0
| Lh( Us, x ) - Lh( Us , Xs ) | ds y 0# 

因此, 我们得到:

  lim
t y 0

+ - sup
u I #
Lh( u, #) -

1
t

( Qth( #) - h( #) ) + ] = 0# 

定理得证# 证毕

由定理211, 我们自然地考虑如下带Neumann 边界条件的H_J_B 方程# 

  
sup
u I #

- L ( u) U( x ) + e( u, x ) U( x ) - f ( u , x ) = 0  ( x I D) ,

5 U( x ) /5x
d

= 0  ( x I 5D ) ,
( 28)

当 L ( u) 为二阶微分算子时, 这一方程已被 P. L. Lions 所考虑( 参见文[ 1] 和[ 5] )# 这里, 我们

将推广他的定义至二阶微分 _积分算子的情形# 

定义  设函数 U(#) I Cb( �D )# 如果对任意的 W( #) I C
2
ub( �D) , U( #) 满足下面的二个条

件, 则称 U( #) 是H_J_B 方程( 28) 的一个粘性解# 

11 如果 x 0 是函数 U - W在�D 上的最大值点, 则当 x 0 I D, 或者 x 0 I 5 D 且 5W( x 0) / 5x
d

< 0 时,

  sup
u I #

- L ( u) W( x 0) + e( u, x 0) U( x 0) - f ( u, x 0) [ 0# ( 29)

21 如果 x 0 是函数 U - W在�D 上的最小值点, 则当 x 0 I D, 或者 x 0 I 5 D 且 5W( x 0) / 5x
d

> 0 时,

  sup
u I #

- L ( u) W( x 0) + e( u, x 0) U( x 0) - f ( u, x 0) \ 0# ( 30)

下面, 我们可看出所得的粘性解是经典意义下解的推广, 另外我们也将讨论 H_J_B 方程

( 28) 在不同条件下其解的唯一性问题# 首先, 我们不难得到, 在一定条件下, 经典意义下的解

是粘性解# 

引理 212 假定条件 A1) ~ A5) 被满足# 如果 H_J_B 方程( 28) 的一个经典意义下的解

U( #) I C
2
ub ( �D) , 则 U( #) 也是一个粘性解# 

定理 213 在条件 A1) ~ A5) 下,H_J_B 方程( 28) 具有如下意义的唯一性, 如果H_J_B 方程

( 28) 具有两个满足下面条件的经典解 U1( #) 和 U2(#) :

C1) 在 5D 上成立 U1( x ) = U2( x ) , 和当 x I D, | x | y ] 时, U1( x ) - U2( x ) y 0;

C2) 对 i = 1, 2, Ui ( #) I C
2
ub( �D) ,

则对任意的 x I �D, U1( x ) = U2( x )# 

证明  首先, 假设 sup
x I D

[ U1( x ) - U2( x ) ] > 0# 则由条件C1) 可知函数数( U1 - U2) 有一个

最大值点 x 0 I D# 由引理212, U1( #) 也是方程( 28) 的一个粘性解# 因此, 由定义和条件C2) ,

有
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sup
u I #

- L ( u) U2( x 0) + e( u, x0) U1( x 0) - f ( u, x0) [ 0,

和

  sup
u I #

- L ( u) U2( x 0) + e( u, x0) U2( x 0) - f ( u, x0) = 0# 

于是可得:

  0 \ inf
u I #

e( u, x 0) ( U1( x 0) - U2( x 0) ) \ ( U1( x 0) - U2( x 0) ) K0 > 0,

但这是不可能的# 因此有 sup
x I �D

[ U1( x ) - U2( x ) ] [ 0# 

应用定义中的另一条件, 类似地我们可证得: inf
x I �D

[ U1( x ) - U2( x ) ] \ 0# 证毕# 

现在我们将证明, 在一定的条件之下, 一个粘性解也是一个在经典意义下的解# 为此, 我

们需要多一个假设# 

A6) 函数 b( #, #) 和 c(#, #, #) 满足条件, 存在两个常数 A0 > 0 和 B0 > 0使得

  bd( u, x ) [ - A0  ( P ( u, x ) I # @5D) , ( 31)

和

  | c( u, x , z ) | [ B0  ( P ( u , x , z ) I # @5 D @ Z)# ( 32)

引理 214 假设条件A1)_A6) 都被满足# 如果方程( 28) 有一个粘性解 U(#) I C
2
ub( �D ) , 则

U( #) 也是H_J_B 方程( 28) 的一个在经典意义下的解# 

证明 由于 U(#) I C
2
ub( �D ) , 可取 W(#) = U(#) , 则由( 29) 和( 30) 马上可得: 对 P x I �D

  sup
u I #

- L ( u) U( x ) + e( u, x ) U( x ) - f ( u , x ) = 0, ( 33)

因此我们只需证明 U(#) 满足边界条件# 

假设存在某一点 x 0 I 5 D 使得5U( x 0) /5x
d

< 0# 则存在 E0 > 0使得5U( x 0) /5x
d
+ E0 <

0# 设 g (#) I C
]
0 ( R

d
) , 满足条件: 0 [ g ( x ) [ 1, 且当 | x - x0 | [ B0 时 g ( x ) = 1# 

现取 W( x ) = U( x ) + E0x
d
g( x )# 则我们有

a1 W( #) I C
2
ub( �D ) 且 W( x 0) = U( x0) , 另外, x 0 是函数( U- W) 的一个最大值点;

b1 5 W( x 0) / 5x
d

= 5 U( x 0) /5x
d

+ E0, 而且 i X d 时, 5 U( x 0) /5x
i
= 5 U( x 0) /5x

i
;

c1 对任意的 i 和j , 5
2

W( x 0) /5x
i
5 x

j
= 5

2
U ( x 0) / 5x

i
5 x

j
;

d1 对 P ( u, z ) I # @ Z ,

  W( x 0 + c( u, x 0, z ) ) = U( x 0 + e( u , x 0, z ) ) + E0 cd ( u, x 0, z )# 

因而, 我们有 L ( u) W( x 0) = L ( u) U( x 0) + E0 bd ( u, x 0)# 因此, 由( 29) 可得

  sup
u I #

- L ( u) U( x0) - E0 bd ( u, x 0) + e( u, x 0) U( x 0) - f ( u, x 0) [ 0# 

从而由条件A6) 得:

  sup
u I #

- L ( u) U( x0) + e( u , x 0) U( x 0) - f ( u, x0) [ E0(- A) < 0# 

这与( 33) 矛盾, 因此可知 5U( x ) / 5x
d

\ 0, ( P x I 5D)# 

同样地, 我们也可证得: 对任意的 x I 5 D,5 U( x ) /5x
d

[ 0# 即我们证得在 5D 上,

5 U( x ) / 5x
d

= 0# 证毕# 

应用这一引理, 及定理 213 的证明方法, 我们可证得下面的定理# 

定理 215 在假设A1) ~ A6) 之下, H_J_B 方程( 28) 具有如下的唯一性, 如果方程( 28) 有两

个粘性解 U1( #) 和 U2(#) 满足条件 C1) 和 C3) U1 I C
2
ub( �D ) , 则对任意的 x I �D , U1( x ) =
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2( x )# 

现在我们将讨论本文的主要结果# 

定理 216 假设条件 A1)_A5) 被满足# 则价值函数 V( #) 是H_J_B 方程(28) 的一个粘性解# 

证明  根据定理 115, V( #) I Cb( �D )# 因而我们仅需证明不等式( 29) 和( 30) 成立# 

设函数 W( #) I C
2
ub( �D) 和 x 0 I �D 是函数( V - W) 的一个最大值点# 由于对任意的常数

A, 成立: L( u) W( x ) = L( u) ( W( x ) + A) , P ( u, x ) I # @ �D, 我们可不失一般性地假设: V( x 0)

= W( x0)# 

首先我们证明: 存在停时 S 使得对任意的 t > 0,

  sup
U I A

ad

E Q

t C S

0
LW( Us, X

0
s) d s [ 0, ( 34)

这里 X
0
t = X t ( x 0, U) , t \ 0, 是随机微分方程( 1) ~ ( 2) 的解 LW( u, x ) 如( 25) 所定义# 

1) 假设 x 0 I 5 D 和5 W( x 0) /5x
d

< 0# 由于5W( x ) / 5x
d
# 在 �D 上连续, 存在常数 r 1 > 0

使得在集 O1 H �D 上成立 5W( x ) /5x
d

< 0, 这里 O1 = x I R
d
; | x - x 0 | < r 1 # 

令 S = inf t \ 0; X
0
t I/ O1 , 则 S是一个(Ft ) _停时# 由定理 115, 对任意的 t > 0,

  V ( x 0) = inf
U

0
I A

ad

E Q

t C S

0
f ( Us, X

0
s) <( s ; U0, X

0
0) ds +

V( X
0
t C S) <( t C S; U, X

0
) # ( 35)

应用 Ito 公式, 及由于对任意的 s [ t C S, 成立 5W( x
0
s) / 5x

d
< 0, 我们有

  E[ W( X
0
t C S) <( t C S; U, X

0
) ] - W( x0) =

      E
Q

t C S

0
< ( s ; U0, X

0
0) ( L( Us ) W( X

0
s ) -

      e( Us , X
0
s ) W( X

0
s) ) ds +

5 W( X
0
s )

5x
d dN

0
s [

      E Q

t C S

0
< ( s ; U0, X

0
0) (L( Us) W( X

0
s) - ) e( Us, X

0
sW( X

0
s) ) d s # 

另一方面, 由于对任意的 x I �D , V( x ) [ U( x ) , 故可得:

  E[ V( X
0
t C S) <( t C S, U, X

0
) ] - V( x 0) [

      E [ W( X
0
t C S) <( t C S; U, X

0
) ] - W( X0) [

      E Q

t C S

0
< ( s ; U, X

0
) (L( Us) W( X

0
s ) - e( Us, X

0
s) W( X

0
s) ) d s # ( 36)

因此, 由( 35) 和( 36) , 并注意到 V( x 0) = W( x 0) , 我们可得: 对任意的 U I Aad ,

  0 [ E Q

t C S

0
f ( Us, X

0
s) <( s ; U, X

0
) ds +

      W( X
0
t C S) <( t C S; U, X

0
) - W( x 0) [

      E Q

t C S

0
< ( s ; U, X

0
) (- LW( Us , X

0
s) ) ds # 

因此, 由于对任意的 s [ t C S, <( s ; U, X
0
) > 0, ( 34) 成立# 

2) 假设 x 0 I D, 则存在 r2 > 0 使得 O2 = x I R
d
; | x - x 0 | < r2 < D# 令 S =

inf t \ 0, X
0
t I/ O2 , 则 S是一个(Ft ) _停时, 因此( 35) 对任意的 t > 0仍成立# 但根据定理111

知, N
0
t = Nt ( x0, U) , t \ 0, 是连续的# 而且当 s < S时N

0
s = 0# 因而( 30) 也成立# 因此, 我
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们可得( 34) 也成立# 

现在我们证明( 29) 成立# 我们有

  sup
U I A

ad

E Q

t

0
LW( Us, x 0) d s [

      sup
U I A

ad

E Q

t C S

0
| LW( Us , x 0) - LW( Us , X

0
s ) | d s +

      sup
U I A

ad

E
Q

t C S

0
LW( Us, X

0
s) d s +

      sup
U I A

ad

E I S< t
Q

t C S

S
LW( Us , x 0) ds # ( 37)

另一方面, 如定理 211 的证明, 对任意的 t > 0, 我们可得:

  sup
u I #
LW( u, x 0) =

1
t

sup
U I A

ad

E Q

t

0
LW( Us, x0) ds # ( 38)

同时, 由于 W(#) I C
2
ub( �D ) , 由定理 112, 假设 A1) 和 A3) , 我们可得:

  
1
t

sup
U I A

ad

E Q

t C S

0
| LW( Us , X

0
s) - LW( Us , x 0) | ds y 0# 

当 t y 0# 另外, 应用切比雪夫不等式和定理 112 的性质 b) , 我们可得: 对于 r = r1 或 r = r 2,

存在常数 C1 > 0 使得:

  sup
U I A

ad

P ( S > t) = sup
U

0
I A

ad

P ( | X
0
t - x 0 | < r ) [

      1 -
1

r
2 sup

U I A
ad

E [ | X
0
t - x 0 |

2
] [ 1-

c1t

r
2 y 1,

当 t y 0# 即我们得到:

  lim
t y 0

sup
U I A

ad

P( S [ t ) = 0# 

因此, 我们可证得:

  
1
t

sup
U

0
I A

ad

E I S< t
Q

t C S

S
LW( Us, x 0) ds y 0# ( 39)

当 t y 0 # 由( 34) , ( 37) , ( 38) 和( 39) 我们马上可得:

  sup
u I #

- L ( u) W( x 0) + e( u, x 0) U( x 0) - f ( u, x 0) =

      sup
u I #
LW( u, x 0) [ 0# 

类似地, 我们可以证明( 30) 也成立# 定理得证# 
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A N o t e o n S t o c h a s t i c O p t i m a l C o n t r o l o f
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D ING Deng
1, 2

( 11 Depar tm ent of Ma them atics , Zhon gshan Un iv er sity , Guan gzhou 510725, P R China ;

21 Faculty of Science and Techn ology , Un iver sity of Macau , P O Box 3001 Macau , P R China )

Abst ra ct : Stochastic optimal contro l pr oblems for a class of reflected diffusion with Poisson jumps in

a half_space are considered. The nonlinear Nisio. s semigroup for such optimal contr ol pr oblems was

constructed. A Hamilton_Jacobi_Bellman equation w ith the Neumann boundary condition associated

with this semigroup w as obtained. Then, visco sity solutions of this equation were defined and dis-

cussed, and various uniqueness of this equation was also consider ed. Finally , the value function in

such optimal contr ol problems is shown to be a visco sity so lution of this equation.

Key w ords: stochastic optimal contr ol; reflected diffusion w ith jumps; Hamilton_Jacobi_Bellman

equation; v iscosity solution
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