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摘要:  通过考虑双解析函数和双调和函数的关系, 对单连通区域上平面弹性问题中只有重力体

力作用的应力函数建立了唯一性和存在性结果;并对单位圆区域得到了类似于 Poisson 公式解的积

分表示式# 
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1  平面弹性体的应力函数方程及定解条件

解析函数对平面弹性力学和流体力学问题有着重要的应用[ 1, 2, 3]# 对于有源有旋的向量

场,用文献[ 4, 5, 6]引入的双解析函数的方法来研究, 许多平面上的数学和物理问题将变得更

为明确而又简洁# 本文通过研究双解析函数和双调和函数之间的关系,来考察双解析函数在

平面弹性理论问题中求解应力函数的一些重要应用# 

平面弹性理论中,一个最重要的问题是重力作为唯一体力的情形下的弹性平衡问题# 在

此条件下,文献[ 2, k 14, ( 19) ]中用差分方法来建立二维弹性体平衡微分方程组如下:

  
5Rx
5x +

5Sxy
5y = 0,

5Ry
5y +

5Sxy
5x + Qg = 0, (1)

这里的 Q为单位体积的质量, g 为重力加速度, Rx、Ry 为平面上分别平行于x、y 的正应力分量,

Sxy 为剪应力分量# 在同样的条件下,即物体所受的重力是唯一的体力时, 应力分量所表示的

相容方程为

  52

5x 2 +
52

5y 2 ( Rx + Ry) = 0, (2)

参见文[ 2, k 16,式( 24) ]# 而且此时的正应力分量、剪应力和单位面力所满足的边界条件是

  �X = lRx + mSxy , �Y = mRy + lSxy , (3)

其中 �X 和�Y 为边界 # 上一点处单位面力的坐标分量, 而 l、m 为边界 # 上的法向余弦, 参见文

[ 2,式(20) ]# 

通过引入应力函数 5 ( x , y ) (又称 Airy 函数) ,使其满足

  Rx =
52 5
5 y2

+ Qgy , Ry =
52 5
5x 2 + Qgy , Sxy = -

52 5
5x5y # 

797

 应用数学和力学,第 21 卷 第 8期( 2000年 8 月)

  Applied Mathemat ics and Mechanics
           应用数学和力学编委会编重 庆 出 版 社 出 版  

X 收稿日期:  1998_09_02; 修订日期:  2000_02_02

基金项目:  国家自然科学基金资助项目( 49805005) ; 北方交通大学攀登计划资助项目

作者简介:  郑神州( 1965) ) ,男, 浙江临海人,副教授, 理学博士,基础数学部副主任.



这样上述关于应力分量的平衡微分方程组( 1)和相容方程( 2) ,就可以转化为如下形式的关于

应力函数 5( x , y ) 的双调和方程,见文献[ 2,式( 30) ]# 

  $$5 =
54 5( x , y )

5x 4 + 2
54 5( x , y )
5x 25y 2 +

54 5( x , y )
5y 4 = 0,   ( x , y ) I 8, (4)

相应的边界条件( 3)成为

  5 | # = L( x , y ) ,
5 5
5n #

= M( x , y ) ,   ( x , y ) I 5 8# (5)

另一方面, 如果所受的体力为较一般的情形: 当体力是一个有势场时# 假设 X、Y 代表单

位体积的体力分量, 则有

  X = -
5V( x , y )

5x , Y = -
5 V( x , y )

5y # 

其中 V( x , y ) 是一个势函数# 于是应力函数由如下关系确定

  Rx - V =
52 5
5y 2 , Ry - V =

52
5

5x 2 , Sxy = -
52
5

5x5y# 

将上式应力函数代入相应的相容方程, 得到

  54 5
5x 4 + 2

54 5
5x 25y 2+

54 5
5y 4 = - (1 - J)

52
V

5x2
+
52

V

5y 2 , (6)

其中 J是一个被称为泊松比的常数,它的值由材料本身决定;而其边界条件仍同(5)# 

特殊地,当体力只有重力时,这时势函数 V = - Qgy# 于是式(6) 就是方程(4) 了# 为方

便,我们不妨将方程(6) 的右端记为

  f ( x , y ) = - (1 - J)
52

V
5 x2

+
52

V
5y 2 # 

2  双解析函数和双调和函数

用 C来表示复平面, 8 为 C上的一个区域,记:

  z = x + iy I 8 , f ( x , y ) = u ( x , y ) + iv( x , y ) ,

  5
5�z =

1
2

5
5x + i

5
5y ,

5
5z =

1
2

5
5x - i

5
5y

和平面Laplace 算子 $ = 52/ 5x 2
+ 52

/ 5y 2# 根据解析函数理论的有关结果, 一个函数 f ( x , y )

为解析函数的充要条件是 5f / 5�z = 0, 易从此方程得到其实函数方程组的表示 (即

Cauchy_Riemann方程组) :

  5 u
5x =

5v
5y ,

5u
5y = -

5v
5x# 

定义 211  设复区域 8 < C, W( z ) = u( x , y ) + iv ( x , y ) I C
2
( 8 , C)# 如果 W( z ) 满足

复微分方程

  52W
5�z 2

= 0,   z I 8, (7)

我们就称 W( z )为区域 8上的双解析函数# 本文中把 8上所有双解析函数用函数类 D 2
( 8 )

来表示,

从此定义可知,解析函数类是双解析函数类 D 2
( 8 ) 的子集# 为了更明白地观察方程(7)

所反映的实形式下所表示的意义,我们进一步考察其实方程形式, 将复函数 W( z ) = u( x , y )

+ iv ( x , y ) 和算子
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  5
5�z =

1
2

5
5x + i

5
5y

形式地代入( 7) , 得到实形式方程组

  

52u( x , y )

5 x2
-
52

u( x , y )

5y 2 = 2
52

v( x , y )
5x5y ,

52 v( x , y )
5x 2 -

52 v( x , y )
5y 2 = - 2

52u( x , y )
5x5y # 

(8)

方程组( 8)是双解析函数所对应的实形式方程表示,其表示形式正好与 Cauchy_Riemann方程组

对应# 这里我们暂且称其为重 C_R方程组# 

进一步地考察方程组( 8) ,将其方程组两边分别求两阶偏导数 52
/ 5x 2

,52
/5 y2 和 52/ 5x5y ,

得到

  54u( x , y )

5 x4
-
54

u( x , y )

5x 25y 2 - 2
54v ( x , y )
5x 35y

= 0,

  54u( x , y )

5x 25y 2 -
54

u( x , y )

5y 4 - 2
54v ( x , y )
5x5 y3

= 0,

  54u( x , y )

5x 35y
-
54

u( x , y )

5x5 y3
- 2

54v ( x , y )
5x 25y 2 = 0,

  54 v( x , y )
5x 4 -

54 v( x , y )

5x 25 y2
+ 2

54
u ( x , y )

5x 35y
= 0,

  54 v( x , y )
5x 25 y2

-
54 v( x , y )

5y 4 + 2
54

u ( x , y )

5x5y 3 = 0,

  54 v( x , y )
5x 35y

-
54 v( x , y )

5x5y 3 + 2
54

u ( x , y )

5x 25 y2
= 0# 

从上述方程组中的第 1、第 2和第 6个方程,可得到

  $$u ( x , y ) =
54u( x , y )

5x 4 + 2
54

u( x , y )

5x 25y 2 +
54

u ( x , y )

5y 4 = 0# (9)

同样地,从方程第 3、第 4和第 5,可得到

  $$v( x , y ) =
54

v ( x , y )

5x 4 + 2
54 v( x , y )

5x 25y 2 +
54v ( x , y )

5y 4 = 0# (10)

为了下面分析的方便,也为了与解析函数有个比较,正象解析函数的实部和虚部满足互为共轭

的调和方程一样,我们将从双解析函数得到的一对双调和方程( 9)和( 10)并称为互为共轭的双

调和方程# 

3  双调和方程在定解条件下解的唯一性

对于双调和方程( 4)或更一般的非齐次方程( 6) , 在相应的定解条件( 5)下,我们考虑其解

的唯一性问题# 如果方程除了解 5( x , y ) 外, 还有另一个解 51( x , y )# 我们令 50( x , y ) =

5( x , y ) - 51( x , y ) , 则 50( x , y ) 适合于具有相应齐次边界的齐次方程,所以原问题的唯一性

就成为关于齐次边界的齐次方程的零解问题# 

定理 311(唯一性定理)  设 8是平面R
2上一个区域,记: # = 5 8, n为5 8上的外法向# 

如果双调和方程

  $$50 =
54 50( x , y )

5x4
+ 2

54 50( x , y )

5x 25y 2 +
54 5 0( x , y )

5y 4 = 0,   ( x , y ) I 8

满足边界条件
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  50 | # = 0,
5 50
5n #

= 0, (11)

则 50( x , y ) = 0, P( x , y ) I 8# 

证明  根据如下的 Green第二积分公式,

  QQ8
( W$U- U$W) dxdy = R#

W
5U
5 n - U

5 W
5n ds , (12)

这里 ds 表示#上的面积元素# 如果在上式中令 U= 50, W= $50,并由已知条件 50 | # = 0,

5 50/ 5 n | # = 0和 $$50 = 0,则有

  QQ8
($50)

2
ds = 0, (13)

因此有 $50 = 0# 这说明了 50 是一个调和方程# 

再次利用边界条件 5 0 | # = 0, 于是有

  50( x , y ) = 0,   P( x , y ) I 8 # 

4  定解条件下解的存在性及表达式

假设 8 是单连通区域, 根据Riemann映照定理
[ 7, Ch. 6]

,我们通过一个保角映射 <: 8 y B <
C,将 8 映为复平面 C上的一个单位圆 B# 进一步地, 对于保角映射 <( z ) (单叶的解析函数)

和双解析函数 W( z )的复合函数 W # <( z ) 仍是一个双解析函数# 事实上,通过链规则:设 N=

<( z ) ,由于 <( z ) 是解析函数: 5 </ 5�z = 0,所以

  5( W#<)
5�z =

5W( N)
5N

5 <
5�z +

5W( N)
5�N

5�<
5�z =

5W( N)
5�N

5�<
5�z # 

再根据52
W( N) /5�N2 = 0,则

  52( W#<)
5�z 2

=
52

W( N)
5�N5N

5 <
5�z +

52
W( N)
5�N2

5�<
5�z +

52�<
5�z5z = 0# 

注  从上面的运算过程可以看出:两个双解析函数的复合运算不一定是双解析函数# 

这样,下面我们只须考虑单位圆上双调和方程解的有关问题# 我们从文献[ 4]知道双解析

函数 W( z ) 可以表示为

  W( z ) = �z q1( z ) + q 2( z ) , (14)

其中 q1( z ) , q2( z ) 为任意的解析函数# 从而有

  W( z ) = | z |
2#

q1( z )

z
+ q2( z ) = ( | z |

2
- a

2
) # p ( z ) + q ( z ) , (15)

这里 p ( z )、q ( z ) 都是解析函数, 则 a为任意一个实数# 

考虑双解析函数的式( 15)表示,取 a = 1# 根据本文第 2节的讨论, 我们得出双调和方程

的一种表示形式为

  5( x , y ) = ( r
2
- 1) U1( x , y ) + U2( x , y ) , (16)

这里的 U1( x , y )、U2( x , y ) 为两个实调和函数,其中 r
2
= x

2
+ y

2# 为了利用圆内调和方程边

界问题解的Poisson积分表示,我们将平面直角坐标表示化为极坐标表示形式,于是定义在边

界圆周上( r = 1) 的函数只是极角 H的单变量的函数,并且沿着边界法向 n的导数等于沿着径

向的导数,即:

  5 5
5 n r= 1

=
5 5
5r r= 1

# 
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定理 411  设 B 是一个单位圆, 5B = ( r , H) | r = 1 ,那么双调和方程

  $$5 =
54 5
5x 4 + 2

54 5
5x 25y 2+

54 5
5y 4 = 0,   ( x , y ) I B , (17)

满足边界条件

5 | r = 1 = L( H) ,
5 5
5r r= 1

= M( H) (18)

解的表达式为

5( r , H) = -
( r

2
- 1)2

4P Q
2P

0

M( W)
1- 2r cos( H- W) + r

2dW+

    1
2PQ

2P

0
L( W)dWQ

2P

0

1

(1- cos( X- W) ) (1 - 2r cos( H- X) + r
2
)
dX +

    1 - r
2

2P Q
2P

0

L( W)
1- 2r cos( H- W) + r

2dW,   P0 [ r [ 1, 0 [ H< 2P# 

证明  在极坐标下, 对于单位圆内的双调和函数, 我们用式( 16)的表示形式

5( r , H) = ( r
2
- 1) U1( r , H) + U2( r, H) , (19)

这里的 U1( r , H)、U2( r , H) 分别都是调和函数# 

  我们首先将 Dirichlet边界条件 5 | r= 1 = L( H) 代入上式(19) ,得到

5 | r = 1 = (12- 1) U1( H) + U2( H) | r= 1 = U2( H) | r= 1 = L( H) ,

上式表明关于调和函数 U2( r , H) 的 Dirichlet边界值已求得,由调和函数的 Poisson公式得到

U2( r , H) =
1
2PQ

2P

0

(1- r
2
) L( W)

1- 2r cos( H- W) + r
2dW,   P0 [ r [ 1, 0 [ H< 2P# (20)

另一方面,式 ( 19)两边关于 r 分别求偏导, 然而再将 Neumann边界条件 5 5 /5 r | r= 1 =

M( H) 代入之,则有

5 5
5r r= 1

= 2rU1+ ( r
2
- 1)

5 U1

5r +
5U2

5r r= 1
= 2U1+

5U2

5r r= 1
= M( H)# (21)

又因为从式( 20)的 U2( r , H) 对 r 求导得到

5 U2

5r r= 1
=

1
2PQ

2P

0
[ (- 2r ) L( W) (1- 2r cos( H- W) + r

2
) -

    (1- r
2
) L( W) (- 2cos( H- W) + 2r ) ] / (1- 2r cos( H- W) + r

2
)
2
dW| r= 1 =

    1
2PQ

2P

0

- 2L( W) (2 - 2cos( H- W) )
(2- 2cos( H- W) ) 2

dW=

    -
1
2PQ

2P

0

L( W)
1- cos( H- W)dW# (22)

将式( 22)代入式( 21) , 得到

U1 | r= 1 =
1
2

M( H) +
1
2PQ

2P

0

L( W)
1 - cos( H- W)

dW # 

再次对调和函数 U1( r , H) 用 Poisson公式,得到

U1( r , H) =
1
4PQ

2P

0

(1- r
2
)M( W)

1- 2r cos( H- W) + r
2dW+ Q

2P

0

1- r
2

2PQ
2P

0

L( W)
1- cos( X- W)

dW

1- 2r cos( H- X) + r
2 dX =

1
4PQ

2P

0

(1- r
2
)M( W)

1- 2r cos( H- W) + r
2dW+

1- r
2

2PQ
2P

0
L( W)dWQ

2P

0

1

(1- cos( X- W) ) (1- 2r cos( H- X) + r
2
)
dX # 
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于是我们得出双调和方程( 17)在边界条件( 18)的解为

5( r , H) = -
( r

2
- 1)2

4P Q
2P

0

M( W)
1- 2r cos( H- W) + r

2dW+

    
1
2PQ

2P

0
L( W)dWQ

2P

0

1

(1- cos( X- W) ) (1 - 2r cos( H- X) + r
2
)
dX +

    1 - r
2

2P Q
2P

0

L( W)
1- 2r cos( H- W) + r

2dW,   P0 [ r [ 1, 0 [ H< 2P# (23)
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Bianalytic Functions, Biharmonic Functions

and Elastic Problems in the Plane

ZHENG Shen_zhou1,  ZHENG Xue_liang2

( 11Depa rtm ent of Mathema tics , Nor thern Jia oton g Un iver sity , Beijin g 100044, P R China ;

21Depa rtm ent of Mathema tics , Ta izhou Teacher . s College , Linha i , Zhejian g 317000, P R China )

Abstract: Let the elastic body only be acted by gravity. By investigating the relations of bianalytic

functions and biharmonic functions, the uniqueness and existence of the stress functions ( Airy func-

tions) are established in planar simple connected region. Moreover, the integral representation formu-

la of the stress function in the unit disk of the plane is obtained.

Key words: Airy functions; bianalytic functions; biharmonic functions; the uniqueness of the solu-

tion; integral representation formula
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