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摘要 :  以一个广义协调元为例证明了非常规有限元与其常规对偶有限元刚度矩阵的谱等价性# 

该结果对非常规有限元的区域分解并行算法研究有重要作用# 
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引   言

近年来 ,随着并行机的飞速发展,如何建立求解有限元离散后线性代数方程组的高效区

域分解并行算法业已成为科学计算领域的国际热点[ 1, 2, 3] # 对于常规有限元情形(含非协调

元) , 有关研究日趋成熟, 而对于非常规有限元情形,尚没有看见相关结果# 我们知道非常规有

限元往往是基于表现较差的常规有限元的改进而导出的, 其目为保证有限元的收敛性或提高

逼近精度# 以求解板弯曲问题的 Zienkiewicz元为例, 该元仅对若干特定的区域网格剖分是收

敛的
[ 4]

,因此,为了克服这个缺陷国内外学者提出了广义协调元、拟协调元、TRUNC 元等新型

非常规有限元# 和常规有限元相比,非常规有限元(特别是广义协调元)列式更为精细# 本文

的目的在于证明非常规有限元的刚度矩阵和其常规对偶有限元刚度矩阵是谱等价的,于是,我

们可以以已有的基于常规有限元的区域分解法为桥梁, 获得相应非常规有限元的区域分解方

法# 以下将主要针对一个广义协调元[ 5, 6] 展开相关研究, 有关思想适用于其它非常规有限元

方法[ 7, 8]# 

1  准 备知 识

考虑如下边界固定的板弯曲变分问题:

  
u I V S H

2
0( 8) ,

a( u , v ) = (f , v ) ,  v I V,
(1)

这里 8 I R
2
表示板的中位面域, f I L

2
( 8) 为横向力, ( f , v) S Q8

f v dxdy ,
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  a( u, v) S Q8
[$u$v + (1 - M) (2512u512v - 511u522v - 522u511v) ] dxdy ,

其中, MI (0, 015) 为 Poisson比# 另外,本文将使用标准的Sobolev 范数定义[ 4]# 

将区域 8 作直径为h 的拟一致、正规有限元剖分
[ 4]

, �8 S G K I T
n
K# 对任意有限元 K I

Th ,设其 3顶点分别为 pi ( xi , yi ) , 1 [ i [ 3, 并在其上构造由如下多项式组成的形状函数空间

PK :

  v = b1K1+ b2K2+ b3K3+ b4K1K2+ b5K2K3 + b6K3K1+

b7( K
2
1K2- K1K

2
2) + b8( K

2
2K3- K2K

2
3) + b9( K

2
3K1- K3K

2
1) , (2)

这里, Ki , 1 [ i [ 3,为单元K 的重心坐标# 易知,对任一函数 v I PK, 其表式(2) 中的系数,

bi , 1 [ i [ 9,由其在顶点上的函数值和一阶导数函数值, 即 v ( pi ) ,5 Av ( p i ) , 1 [ A [ 2, 1 [ i

[ 3,唯一确定# 

记有限元剖分 T h 的顶点集为T 1h, 我们构造求解问题(1) 的 Zienkiewicz元如下:

  Z
h S v : v | K I PK , PK I Th ; v 以及 5Av( A= 1, 2) 在 T h 的内项点连续 ,

  Z
h
0 S v I Zh: v( p ) = 51v( p ) = 52v( p ) = 0, Pp I T 1h H 5 8 ,

  
ah( uh , vh ) = (f , vh) ,  vh I Z

h
0,

uh I Z
h
0,

(3)

这里,

  Pv, w I Z
h
0, ah( v, w) S E

K I T
h

ah, K ( v, w ) ,

  ah, K( v , w ) SQK
[$v$w + (1 - M) (2512v512w - 511v522w - 522v511w ) ] dxdy# 

由于 Zienkiewicz元仅对若干特殊有限元剖分是收敛的
[ 4]

, 因此,为了克服这个缺陷,基于

形状函数( 2) ,国内外学者提出了广义协调元、拟协调元、TRUNC元等新型非常规有限元方法,

取得了很大的成功# 这些非常规有限元既与常规有限元有区别但又有密切联系,以广义协调

元为例,其关键为将(导)函数的节点插值关系,改为沿交界线上(导)函数的积分平均插值关

系,从而使得构造的有限元空间自动满足收敛性条件# 一个典型的九参数广义协调元可具体

描述如下[ 5] , [ 6] , [ 7]# 其形状函数空间同 Zienkiewicz元# 仍取为 PK, 而(2) 中的9个参数 bi , 1 [

i [ 9,由下面的插值条件唯一确定 :

  

d i ( v ) = d i ( I
*
3 u) ,   1 [ i [ 6,

d6+ i ( v) = Q
p
i+ 1

p
i

I
*
i (5 nu)ds ,   1 [ i [ 3;

(4)

  

d i ( v ) SQ
p
i+ 1

p
i

5 svds ,   i = 1, 2,

d3( v ) S 60 E
3

i= 1

1
lii+ 1Q

p
i+ 1

p
i

v Ki+ 1 -
1
2

ds ,

d3+ i ( v) S 1
l ii+ 1Q

p
i+ 1

p
i

vds , d6+ i ( v) = Q
p
i+ 1

p
i

5 nv ds,   1 [ i [ 3,

(5)

这里 l ij 表示以pi、pj为顶点的边p ipj 的长度, 且对 p i、Ki和lij中的足标采用周期为3的轮换约定,

例如, p 4 = p 1;而 I
*
1 ( I

*
3 ) 则代表在相应边上的一次Lagrange(三次Hermite) 插值# 我们将这

样得到的广义协调元空间记之为 G
h # 
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应该注意的是 G
h 的插值节点参数并非函数在有限元三角形单元顶点上的函数值和一阶

导数值# 其具体含义为:对于 v I G
h
,如记该函数在单元K 上的9个插值节点参数为( v1, v 1x ,

v1y , v2, v2x , v2y , v3, v3x , v3y) ,其形式和排列顺序和 Zienkiew icz元的 9个插值节点参数是一致

的,则我们先据此构造一 K 上的光滑函数 u, 它以前述参数为相应顶点的函数值或一阶导数

值,在此基础上再由插值条件(4) 和(5) 恰好能获得该函数 v I G
h # 

如果定义 G
h
0 S v I G

h
: v 在位于5 8 上的节点参数取零值 , 则求解(1) 的广义协调元

方法为

  
ah( uh , vh ) = (f , vh) ,   vh I G

h
0,

uh I G
h
0# 

(6)

2  谱 等价 性

将Zienkiewicz元的位于求解域 8 内的插值节点参数进行适当排序, 则对任一函数 v I

Z
h
0,它的插值节点参数值恰好形成一向量 x( v ) ,通常称之为该函数在自然基下的向量表示# 

对于任意 v , w I Z
h
0, 它们的向量表示分别为 x、y ,则Zienkiew icz非协调元法(3) 对应的刚度矩

阵 K
h
Z 由下式定义 :

  [ K
h
Z x, y ] = ah ( v , w ) ,   v, w I Z

h
0, (7)

其中, [#, #]为标准向量欧氏内积# 

另一方面,对于该 x、y ,我们可以构造两个函数�v , �w I G
h
0, 使得它们的基于广义协调元的

插值节点参数值恰好形成向量 x、y# 例如,设 xi 为x 的某一分量, 其对应于函数 v I Z
h
0的插

值节点参数51 v( p ) , p I T 1h,则为了构造 �v I G
h
0而建立的光滑辅助函数 u 应满足51u( p ) =

xi , 其余关系类推可知# 则广义协调元法( 6) 对应的刚度矩阵 K
h
G由下式定义:

  [ K
h
G x, y ] = ah (�v , �w ) ,   �v , �w I G

h
0# (8)

引理 1  设 A I R
n@ n
为任一对称正定矩阵,其最大、最小特征值分别为 K1和 Kn ,则成立如

下估计:

  Kn \ 1
Kn- 1

1
detA# 

该结果证明显然# 它的便利是将一个矩阵的最小特征值估计问题转化为矩阵行列式的下界估

计和其最大特征值的上界估计,而这些估计相对容易得到# 

定理 1  关于 Zienkiewicz元的刚度矩阵 K
h
Z 与关于广义协调元的刚度矩阵 K

h
G 是谱等价

的,换言之,存在与有限元剖分直径 h 无关的正常数 c和C, 使得

  c[ K
h
Z x, x ] [ [ K

h
G x , x] [ C[ K

h
Z x, x] ,   P插值节点参数向量 x # 

证明  对于任意插值节点向量 x,设函数 v I Z
h
0和�v I G

h
0分别以其为插值节点参数向量# 

则由(7) 和(8) 有

  [ K
h
Z x, x] = ah( v, v) , [ K

h
G x , x] = ah(�v ,�v )# (9)

现在我们来研究以上双线性型限制在任一有限元单元 K I T h 上的关系# 为表达简便,

记函数 v 和�v 在K 上插值节点参数值为

  ( v1, v1x , v1y , v2, v2x , v2y , v3, v3x , v3y)# 

则由定义有
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  v( p i ) = v i , 51v( pi ) = vix , 52v ( p i ) = v iy ,   1 [ i [ 3# (10)

如设 u 为前面介绍的为了构造�v 而引进的中间函数,则亦有

  u( p i ) = v i , 51u ( p i ) = v ix , 52u( pi ) = viy ,   1 [ i [ 3# (11)

以 I1记单元 K 上的常规线性插值算子, 而以 a U b 表示存在与有限元剖分直径h无关的

正常数使得 ca [ b [ Ca# 于是,由直接计算知
[ 4]
,

  ah, K(�v ,�v ) U | �v |
2
2, K = | �v - I1�v |

2
2, K S | �w |

2
2, K# (12)

设 K 为以(0, 0)、(1, 0)、(0, 1) 为顶点的标准三角形单元,FK 为由K 到K 的仿射变换, K 的

顶点为 pi = F- 1
K ( pi ) (1 [ i [ 3)# 则由对偶论证技巧立即有

  | �w |
2
2, K U h

- 2
| �w |

2
2, K , (13)

这里, �w S �w . FK # 

记 qi ( qi ) 为单元 K (K ) 顶点 pi ( pi ) 的对边中点,而 l ij 表示边p ipj 的长度, Ki为单元K 的重

心坐标# 则由有限维空间中范数的等价性,对于形式为(2) 的函数 z (将(2) 中的 Ki改为Ki ) 成

立

  +z +2
2, K U E

2

i= 1
Q

p
i+ 1

p
i

5 szds
2

+ E
3

i= 1

1

lii+ 1
Q

p
i+ 1

p
i

zds
2

+ Q
p
i+ 1

p
i

5p
i+ 1

q
i+ 2
zds

2

+

1
60 E

3

i= 1

1

l ii+ 1
Q

p
i+ 1

p
i

z Ki -
1
2 ds

2

, (14)

这里已用到如下事实,即包含在( 14)右侧各项绝对值号中的参数组唯一决定函数 z# 

注意到下述事实

  +�w +2
2, K U | �w |

2
2, K ,   �w ( pi ) = 0, 1 [ i [ 3,

由( 13)、( 14)和对偶论证技巧又有

  | �w | 2, K U h
- 2 E

9

i= 1
| d i ( �w ) |

2# (15)

类似的也有

  ah, K( v , v ) U | v |
2
2, K = | v - I1v |

2
2, K S | �v |

2
2, K , (16)

  | �v |
2
2, K U E

3

i= 1
E

| A| [ 1

| 5 A�v ( p i ) |
2# (17)

另一方面,由[ 6]中结果知

  �v ( p i ) = v ( p i ) = u ( pi ) ,   1 [ i [ 3# (18)

因此,由( 4)、( 10)、( 11)和( 18)有

  di ( �w ) = d i (�v ) - d i ( I 1�v ) = d i ( I
*
3 u) - di ( I 1�v) =

d i ( v) - d i ( I 1v ) = d i (�v ) ,   1 [ i [ 6# (19)

  d6+ i ( �w ) = Q
p
i+ 1

p
i

I
*
1 (5 n�v )ds ,   1 [ i [ 3# (20)

定义

  u S d1(�v ) , d2(�v ) , d3(�v ) , d4(�v ) , d5(�v ) , d6(�v ) ,

Q
p

2

p
1

I
*
1 (5n�v )ds,Q

p
3

p
2

I
*
1 (5 n�v )ds ,Q

p
1

p
3

I
*
1 (5n�v )ds

T

,
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  v S (�v ( p 1) ,51�v( p 1) ,52�v ( p 1) , �v ( p 2) , 51�v ( p 2) ,52�v( p 2) ,

�v ( p 3) , 51�v ( p 3) ,52�v( p 3) )
T# 

注意到�v( pi ) = 0, 1 [ i [ 3, 由[ 6] 有

  u = Gv,

这里的 G I R
9@ 9和[ 6] 中给出的 G 基本相同, 仅对第 1、4、7列各元素乘了 h# 因此,

  detG =
h

3

144
| K |

2
( l

2
12+ l

2
23+ l

2
13) , (21)

这里 | K | 表示单元 K 的面积# 

如记 G
T
G 的最大特征值为K1,最小特征值为 K9,易知

  K1 = +G +2
2 [ Ch

2
, (22)

而由( 21)、( 22)和引理 2又有

  K9 \ 1
K8

1
| detG |

2 \ ch
2# (23)

另一方面, 由( 15)、( 19)、( 20)知

  | �w |
2
2, K U h

- 2
v

T
G

T
Gv,

于是联合( 12)、( 15)、( 16)、( 17)、( 22)、( 23)有

  ah, K(�v ,�v ) U ah, K ( v , v) ,

即

  ah (�v , �v ) U ah ( v , v ) ,

由此立知刚度矩阵 K
h
Z 与 K

h
G 是谱等价的# 定理 1得证# 

定理 1对构造广义协调元法( 6)的区域分解并行求解算法有重要的帮助# 它告诉我们只

需将已有的关于 Zienkiewicz元的区域分解方法结果[ 9, 10]进行微小变动就可直接获得广义协调

元( 6)的区域分解方法,该微小变动为将 Zienkiewicz元的插值节点参数按前面所述(见第 1节

末说明)的对应关系改为广义协调元的插值节点参数即可# 

本文结果表明广义协调元方法不但从收敛性角度看是很好的, 而且从离散后线性代数方

程组并行求解的角度看也是易于实现的# 本文推导适用于其它非常规有限元[ 7, 8] , 为省篇幅

在此从略# 
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On the Spectral Equivalence of Unconventional Finite

Elements and Their Conventional Relatives

HUANG Jian_guo,  MU Jian_fei

( Depar tm ent of Appli ed Mathemati cs , Shan gha i Jia oton g

Un iver sity , Shan gha i 200240, P R China )

Abstract: With a generalized conforming element as a typical example, the spectral equivalence of

unconventional finite elements and their conventional relatives is proved. This result is very important

for the construction of domain decomposition parallel algorithms for unconventional finite elements.

Key words: unconventional finite element; generalized conforming element; spectral equivalence

828 黄   建   国    沐   建   飞


