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摘要:  研究了环境污染对 Gallopin 资源_消费者系统中消费者种群的长期影响# 给出了种群弱平

均持续生存和绝灭的判据# 在一定条件下得到了阈值# 
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引   论

文[ 1]研究了污染环境中Logistic种群的生存问题# 它只考虑了单一种群# 实际上任一现

实生态环境中的生物种群都需依赖其它种群而生存# 文[ 2]讨论了一个较为简单的 Gallopin

资源_消费者模型, 得到了消费者种群弱平均持续生存和绝灭的阈值# 

本文在文[ 2]中模型的基础上,进一步考虑种群个体从环境中直接或间接地吸入毒素,以

及个体向环境的排毒作用,讨论其推广模型

  (M)

dx ( t )
dt

= x ( t ) [ r0- r 1C 0( t ) - bw # e- na( t ) / x ( t )
] ,

da( t )
dt

= f ( t ) - w#x ( t ) [ 1- e- na( t) / x ( t )
] ,

dC0( t )

dt = kC e( t ) - ( g + m) C0( t ) ,

dCe( t )

dt
= g1C0( t ) x ( t ) - k1Ce( t ) x ( t ) + u( t ) - hCe( t ) ,

(1)

(2)

(3)

(4)

其中 r 0、r 1、b、w、n、k、g、m、g1、k1、h均为正的常数, x ( t )、a ( t )、C0( t )、Ce( t )分别表示 t时消

费者种群的个体数量、资源量、种群个体体内毒素浓度、环境毒素浓度# f ( t ) 为资源的自然增

长率,它为[ 0, + ] ) 上的正值连续函数# u( t ) 为外界向环境的毒素输入率,它是[ 0, + ] ) 上

的非负有界连续函数sup
t \0

u( t ) > u1 > 0# f ( t ) 和 u( t ) 均为系统的控制函数# 系统初值 x (0)

= x 0 > 0, a(0) = a0 > 0, 0 [ C0(0) < 1, 0 [ C e(0) < 1# 

定义  如果

  lim
t y ]

sup
0 [ s [ t

1
sQ

s

0
x ( r )dr > 0,
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称种群 x ( t ) 弱平均持续生存, 如果lim
t y ]

x ( t ) = 0,称种群 x ( t ) 走向绝灭# 

约定记号

  R+ = [ 0, + ] ) , 3v( t )4=
1
tQ

t

0
v( s )ds# 

  lim
t y ]

supv( t ) = lim
t y ]

sup
0[ s [ t

v( s ) , lim
t y ]

infv ( t ) = lim
t y ]

inf
0 [ s [ t

v( s ) ,

  Ma = a0+ Q
]

0
f ( t ) dt , Mx =

bnw
bw - r0

Ma,

  My =
exp

r0+ nw - bw

bw
,   bw > r 0+ nw ,

1,   bw [ r 0+ nw# 

引理 1  对( M) ,区域 ( x , a, C0, Ce ) : x > 0, a > 0, C0 > 0, C e > 0 是不变集# 

证明  对( M) , x X 0# 只要 x0 > 0,就有 x ( t ) > 0, t I R+ # 又因

  d a
d t a= 0

= f ( t ) > 0,
dC 0

dt C
0
= 0, C

e
> 0

= kCe > 0,

  dC e

dt C
e
= 0, C

0
> 0, x> 0

= g1C0x + u( t ) > 0# 

从而(M)的轨线不能穿越相空间任一坐标平面# 证毕# 

引理 2  对( M) ,设 g [ k [ g + m, u1 < h, r 0- bw < 0,且有

  Q
]

0
f ( t )dt < ] ,

则下列不等式成立:

  C0( t ) < 1, Ce( t ) < 1, a( t ) [ Ma ,   t I R+ ,

此外,当 t充分大时, x ( t ) < Mx + E, lim
t y ]

E= 0# 

证明  首先由引理1知, 对 P t I R+ , x ( t ) > 0# 次证 C0( t ) < 1, Ce( t ) < 1, t I R+ # 

如果存在最大有限区间 [ 0, T ) ,使C 0( t ) < 1, t I [ 0, T ) ; Ce( t ) < 1, t I [ 0, T ] ,但 C0( T )

= 1# 由 g [ k + m 知

  dC0

dt C
0
( T )= 1

= kCe( T) - ( g + m) < k - ( g + m) [ 0# 

矛盾# 故不存在那样的 T# 同理不存在T , 0 < T < ] , 使 Ce( t ) < 1, t I [ 0, T ) ,同时 C0( t )

< 1, t I [ 0, T ] , 但 C e( T ) = 1# 

如果存在 T, 0 < T < ] ,使 C0( t ) < 1, C e( t ) < 1, t I [ 0, T ) ,但 C0( T ) = C e( T ) = 1# 

则由(3) 知

  
dC e

dt t = T
= ( g1 - k1) x ( T ) + u( T ) - h [ ( g 1- k 1) x ( T ) + u1- h < 0# 

我们注意到(M)中的系数具有关系 g 1 = m0g/ mE, k1 = m0k / mE# 由 g [ k 知g 1 [ k 1,从而

dC e/ dt | t = T < 0# 因而就保持 Ce( t ) < 1的 t而言,区间[ 0, T ) 仍可向右延拓# 这与T 的性

质矛盾# 从而不可能存在那样的 T ,故 C0( t ) < 1, C e( t ) < 1, t I R+ # 

最后估计 a( t ) 和 x ( t )# 由(2) , da/ dt [ f ( t ) , 故

  a( t ) [ a0+ Q
t

0
f ( s )ds [ a0+ Q

]

0
f ( t ) dt = Ma# 

再由( 1) ,
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  dx
dt

[ x r 0- bw 1 -
na
x

=

bnwa - ( bw - r0) x [ bnwMa - ( bw - r 0) x# 

应用比较原理知

  lim
t y ]

supx ( t ) [ bnw
bw - r0

Ma# 证毕# 

1  基 本结 果

定理 1  对(M) ,若 lim
t y ]

inf3u( t )4< hr0( g + m) / kr1,且 lim
t y ]

inff ( t ) > 0, 则种群 x ( t ) 弱平

均持续生存# 

证明  先证 lim
t y ]

inf3C0( t )4< r0/ r1# 将(3) 和(4) 改写为

  [ C0( t ) - C0(0) ] / t = k3Ce( t )4- ( g + m)3C0( t )4, (5)

  [ Ce( t ) - Ce(0) ] / t = g13C 0( t ) x ( t )4- k 13Ce( t ) x ( t )4+
3u( t )4- h3Ce( t )4# (6)

由 C0( t )、C e( t ) 的有界性知lim
t y ]

3C0( t ) x ( t )4 = lim
t y ]

3Ce( t ) x ( t )4= 0# 利用(6) 和(5) 得

  lim
t y ]

inf3u( t )4= h l im
t y ]

inf3Ce( t )4=
h( g + m)

k
lim
t y ]

inf3C 0( t )4# 

由定理条件即得 lim
t y ]

inf3C0( t )4< r0/ r1# 

其次,如结论不真,即 lim
t y ]

sup3x ( t )4 = 0,将导致矛盾# 

由于 lim
t y ]

inff ( t ) > 0,故存在 t 0 > 0, 0 < D [ wna0,使 f ( t ) > D, t \ t 0# 又由Taylor展

式, exp(- na/ x ) \ 1- na/ x# 从而由(2) 知

  d a
d t \ D- wx 1- 1 -

na
x

= D- wna( t ) ,   t \ t0# 

方程 dv/ dt = D- wn#v 以( t 0, a0) 为初始点的解为

  v( t ) =
D
wn

+ a0-
D
wn

e- wn( t- t
0
)# 

由比较原理得, a( t ) \ D/ wn > �a > 0, t \ t 0# 再由(1) 知

  dx
dt

\ x r 0- r 1C0- bw # x
na

\ x r0- r1C0-
bw
n�a
x ,   t \ t 0,

积分得

  1
t - t 0

ln
x
x 0

\ r0- r1 # 1
t - t0Q

t

t
0

C0( s )ds -
bw
n�a

# 1
t - t0Q

t

t
0

x ( s )ds,

从而

  lim
t y ]

sup
1

t - t 0
ln

x
x 0

+ l im
t y ]

sup
bw
n�a

# 1
t - t 0Q

t

t
0

x ( s)ds \

      r 0- r1 # l im
t y ]

inf
Q

t

t
0

C0( s) ds

t - t 0
# 

注意到

  3C0( t )4=
1
tQ

t

0
C0( s )ds =

1
tQ

t
0

0
C 0( s )ds +

t - t 0

t
# 1
t - t 0Q

t

t
0

C0( s )ds,

可得
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  lim
t y ]

inf3C 0( t )4 = l im
t y ]

inf
1

t - t 0Q
t

t
0

C0( s)ds < r 0/ r 1# 

由反证假设知

  lim
t y ]

sup
1

t - t 0Q
t

t
0

x ( s )ds = 0,

从而

  lim
t y ]

sup
1

t - t 0
ln

x
x 0

> 0# 

这不可能# 因 x ( t ) 有界, 故

  lim
t y ]

1
t - t0

ln x
x 0

= 0# 

由此定理结论必真# 证毕# 

定理 2  对( M) ,若下列各组条件之一成立, 则种群 x ( t ) 必然走向绝灭# 

( Ñ) lim
t y ]

inf3u( t )4> hr0( g + m) / kr1, 且

  
h( g + m) [ kg1Mx ,

g1r 0- k 1r 1 > bg1wMy
或

h( g + m) > kg1Mx ,

g1r 0 \ k1 r1;

( Ò) lim
t y ]

inf3u( t )4>
hr 0( g + m)

kr1
+

k1r 1- g1 r0
r1

Mx ,且

  
h( g + m) > kg1Mx ,

g1r 0 < k1 r1;

( Ó) lim
t y ]

inf3u( t )4>
hr 0( g + m)

kr1
+

B
kr 1

,这里 B = max(0, A ) ,

  A = bwMy [ kg 1Mx - h ( g + m) ] + k ( k1 r1- g1r 0) Mx# 
证明  假设 lim

t y ]
supx ( t ) > 0# 由(1) 可得

  C0( x ) =
1
r1

r 0x - bwxe
- na/ x

-
dx
dt ,

  1
t
ln x
x 0

= r 0- r 13C04- bw3e- na/ x4, (7)

  3C0x4=
1
r1

r 03x4- bw3xe- na/ x4-
x - x 0

t
# (8)

代( 8)入( 6)得

  3Ce4 =
1
h

g13C0x4- k 13C ex4+ 3u( t )4-
Ce( t ) - Ce(0)

t
=

      1
h

g1

r 1
r03x4- bw3xe- na/ x4-

x - x 0

t
- k13Cex4+

      3u ( t )4-
C e( t ) - C e(0)

t
=

      1
hr 1

3g1r 0x - g1 bwxe
- na/ x4- k 1r 13C ex4+ r 13u4 + o(1)# 

由( 5)知,

  3C04 =
1

g + m
k3C e4-

C 0( t ) - C 0(0)

t
=

      1
hr 1( g + m)

[3g 1r0x - g1 bwxe
- na/ x4- k1 r13Cex4+ r 13u4] + o (1)# 
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代入( 7)得# 

  h ( g + m)
t

ln
x
x 0

= hr 0( g + m) - hbw ( g + m)3e- na/ x4-

      k [3g1r 0x - g1 bwxe
- na/ x4- k 1r 13C ex4+ r 13u4] + o (1) # 

利用 Ce( t ) < 1, t I R+ ,整理得

  kr 13u4 [ hr 0( g + m) -
h( g + m)

t
ln

x
x 0

+ 3F( a , x )4+ o(1) ,

其中

  F( a, x ) = kg1 bwxe
- na/ x

- bhw ( g + m) e- na/ x
+ k( k 1r 1- g1r 0) x# 

从而

  kr 1 lim
t y ]

inf3u( t )4 [ hr0( g + m) + lim
t y ]

sup3F ( a, x )4 [

      hr 0( g + m) + max
D
F ( a, x ) , (9)

此处   D = ( a, x ) : a I [ 0, Ma] , x I [ 0, Mx ] # 

令 y ( t ) = e- na( t) / x ( t )# 定义

  G( x , y ) = F( a, x ) = kbg1wxy - bwh( g + m) y + k( k 1r 1- g1r 0) x# 

为了确定 y 的范围,从(1) 和(2) 可得

  d
dx

a
x

=
1

x
2 x

da
dt

- a
dx
dt

=

      1
x
2[ xf ( t ) - wx

2
(1- e- na/ x

) - ax ( r 0- r 1C0 - bw e- na/ x
) ] \

      1

x
2[- wx

2
(1- e- na/ x

) - ax ( r 0- bw e- na/ x
) ] =

      w ( e- na/ x
- 1) -

a
x
( r0 - bw e- na/ x

) \

      w 1-
na
x

- 1 -
a
x

r 0- bw 1 -
na
x

=

      ( bw - r0 - nw ) # a
x
- bnw

a
x

2

# 

若 bw - r0 - nw > 0,由比较原理有

  lim
t y ]

inf
a
x

\
bw - r 0- nw

bnw
;

若 bw - r0 - nw [ 0,则总有

  lim
t y ]

inf ( a/ x ) \ 0# 

按记号 My 的意义知lim
t y ]

supy ( t ) [ My# 于是max
D
F ( a, x ) [ max

Dc
G( x , y ) ,这里

  Dc = ( x , y ) : x I [ 0, Mx ] , y I [ 0, My ] # 

令5G / 5x = 5G /5 y = 0, 可解得

  P:
x = h( g + m) / ( kg1) ,

y = ( g 1r 0- k 1r1) / ( bwg1)# 

仅当 g1r 0 \ k1 r1 时,该驻点才可能成为极值点# 但 G( x , y ) 在该驻点的函数值为

  G( P) = kbg1w # h( g + m)
kg1

#
g1 r0- k1 r1

wbg1
- bwh( g + m) #

g1 r0- k1r 1
wbg1

+
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      k ( k1r 1- g 1r0) # h( g + m)
kg1

=
1
g1

# h( g + m) ( k 1r 1- g1r 0) [ 0,

又 G (0, 0) = 0# 故maxG ( x , y ) 必在 Dc的边界上达到# 

当 h ( g + m) > kg1Mx , g1r 0 < k1 r1 时,

  G(0, y ) = - bwh( g + m) y [ 0;

  G( Mx , y ) = bwy [ kg1Mx - h( g + m) ] + k ( k1 r1- g1r 0) Mx [

k ( k 1r 1- g1 r0)Mx ;

  G( x , 0) = k( k 1r1 - g1r 0) x [ k( k 1r 1- g1r 0)Mx ;

  G( x , My) = kx ( g1 bwMy + k 1r 1- g1 r0) - bwh( g + m) My [

      kMx( g1 bwMy + k1r 1- g1 r0) - bwh( g + m) My =

      bwMy [ kg1Mx - h( g + m) ] + k ( k1 r1- g1r 0)Mx [

      k ( k1r 1- g 1r0) Mx# 

所以   max
Dc
G ( x , y ) = k( k 1r1 - g1r 0)Mx # 

同法可得

当  h( g + m) > kg 1Mx , 0 [ g 1r0 - k1 r1 [ bg1wMy , maxG = 0,

  h( g + m) > kg 1Mx , g1r 0- k 1r 1 > bg1wMy , maxG = 0,

  h( g + m) [ kg 1Mx , g1r 0- k 1r 1 < 0, maxG = A;

  h( g + m) [ kg 1Mx , 0 [ g 1r0 - k1 r1 [ bg1wMy , maxG = max(0, A ) ,

  h( g + m) [ kg 1Mx , g1r 0- k 1r 1 > bg1wMy , maxG = 0# 

总之,我们得到

( Ñ) 当
h( g + m) [ kg1Mx ,

g1r 0- k 1r 1 > bg1wMy

或
h( g + m) > kg1Mx

g1r 0- k 1r 1 \ 0
时, maxG = 0;

( Ò) 当
h( g + m) > kg1Mx

g1r 0 < k1 r1
时, maxG = k ( k1 r1- g 1r 0) Mx ;

( Ó) 对其它情形 ,maxG = max(0, A )# 利用(9) 式立即得出与定理条件相矛盾的结果# 

证毕# 

2  讨   论

从定理1和定理 2可知,当模型参数满足第( Ñ)组和第( Ó)组的部分条件时, 可得到使种

群弱平均持续生存和绝灭的毒素阈值为 lim
t y ]

inf3u( t )4= hr 0( g + m) / ( kr 1) ,而当 g 1= k 1 = 0

时,由定理 1和定理 2可导出文[ 2] 中的相应结果# 
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The Survival Analysis for Gallopin. s System
in a Polluted Environment

HE Ze_rong
1
,  MA Zhi_en
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( 11Depar tment of Com puter Scien ce , Sichuan Three Gorges

College , Wan zhou , Chon gqin g 404000, P R China ;

21Depa rtm ent of Applied Mathem atics , Xi. an Jia ot on g Un iver sity ,
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Abstract: The long_time behavior of the consumer population in a Gallopin. s system, located in a

polluted environment, was studied. Firstly, a mathematical model, i. e. , a nonlinear ordinary differ-

ential system, was made by taking a constant catch rate into account in model of MA Zhi_en. Second-

ly, using the extension theorem andthe comparison theorem, the bound of the system was estimated.

Then, the effect of the pollution on the consumer population was discussed by the use of calculus and

qualitative theory of differential equation. Finally, some conditions for weak persistence in the mean

and extinction are found out. The threshold between persistence and extinction can be established in

some cases.

Key words: Gallopin. s system; consumer population; pollution; persistence; extinction
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