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摘要: � 阐述了等价于摩擦约束弹性力学基本问题的广义变分不等式问题解的存在性和唯一性,

进而提出广义变分不等式有限元近似及其离散解法��
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引 � �言

对于摩擦约束弹性力学基本问题的变分不等式的研究几乎还是停留在等价于最小势能型

或最小余能型的变分原理情形的研究��国内外许多著名学者所发表的文献或专著, 诸如郭友

中[ 1] 、周叔子[ 2] 、G. F. Carey 和 J. T. Oden[ 3] 以及 J. T . Oden 和 L. Campos[ 4] 等对弹性力学基本问

题都有详细的讨论��但是至目前为止, 摩擦约束弹性力学广义变分不等式的研究及其与有限

元近似相结合的研究几乎没有��众所周知, 广义变分不等式或不等式原理实质上是极值原理,

也就是说基于它们所求得的弹性位移场、应变场或应力场不一定是真实解, 且在一定条件下才

具备唯一性, 这一点同传统的最小位能原理和最小余能原理相悖; 同时只有当稳定性和存在性

得以解决后, 基于广义变分原理的相应有限元近似和离散解法才具有理论上的合理性和优越

性��本文将对摩擦约束弹性力学广义变分不等式解的存在性和唯一性进行详细的论证, 进而

提出相应的有限元近似和离散解法��

1 �摩擦约束弹性力学广义变分不等式解的存在性和唯一性

1�1 �摩擦约束弹性力学广义变分不等式
设 W = � � U为应力空间�和位移空间U的积空间, 则可知摩擦约束弹性力学基本问题

等价于下列Euler 不等式方程[ 5] :

� � �� � 0, ( 1)

其中
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T
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T
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1
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,

其中 0m�n 表示m 行n 列的零矩阵; f W, FW, gW- FNW 可看成是载荷空间L 的扩张空间( L
2
( S ) )

9

的一个子空间; D, E 分别为微分算子和几何算子[ 6]��

因此摩擦约束弹性力学基本问题等价于下面的变分不等式问题(PL) :

求 w � KW = w = ( u, �) � W | �W( w) = uini � s , on Sc , u � U, � � � , 使得:

� � aW ( w, v- w) + d( w, v - w) � �s, v - w�� � � v � W, ( 5)

其中 s 为弹性变形体与刚性支承之间的间隙��

1�2 �变分不等式问题( PL)解的存在性和唯一性

定理 1�变分不等式问题( PL) 解在某种应力相容性条件下是唯一存在的��

该应力相容性条件( � ) 为: 对于任意

w
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存在一个正常数 M( 它的具体确定见后面的定理证明过程) , 使得

� � � ( �(1)
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ij ) nj � ( L
2
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证明 �在上述应力相容性条件( � ) 下, 定理的证明等价于证明泛函

� � �( �, u) = �� 1
2
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T
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有唯一的极小值即可��

在上面的泛函中已利用了位移边界条件为 u = �u = 0, 不然可作线性变换

� � u�= u - �u��
分四步证明之:
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1) 首先证明泛函 �有下界

由

� � a( u, �v) = �� 1
2 u

T
D

T
EDud�

的强制性以及 f、F、g - FN 的连续性, 根据H�lder 不等式, Young 不等式以及迹算子定理[ 7] 和

应力相容性条件( � ) , 可以得到
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根据 �为任意正数, 取 �= ( �- K 1M) / ( 1+ 2K 1) (这里 K 1为利用迹算子定理 � u � (L
2
( S) )

3 �

K 1 � u � ( H
1
( �) )

3 所确定的值) , 那么从上式可推算得到
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而且此时必须有 M < �/ K 1 成立, 这样的话, 就给出了应力相容性条件( � ) 的具体形式�� 故

�( w) 在集合 K W 上有下界, 即

� � d = inf
w� K

W

�( w) > - � ,

并且

� � � w � �+ � 时, �( w) �+ �� ( 9)

令 wn 为 �( w) 的极小化序列, 则由( 9) 可知, wn 有界�� 由于 W 是Hilbert 空间, 则 wn 有

子列在 W 中弱收敛, 仍以 wn 记此子列, 以 w
* 记其弱极限��

2) 然后证明泛函 �是弱下半连续的

若能证明泛函 �是凸函数, 又根据泛函 �是G_可导的, 则泛函 �是弱下半连续的�� 根据

应力相容性条件( � ) 和凸函数的定义可证明泛函

� � �1 = ��wT
EWwd �-�S

U

w
T

E��uwds

是凸的��因此泛函 �是W 上弱下半连续凸函数��

3) 证明弱极限 w
* 是问题的极小解

由于泛函 �是W 上弱下半连续的, 所以

� � d = lim inf �( wn) � �( w
*

) ,

故 d = �( w
*

) , 从而 w
*
是变分不等式问题 ( PL) 的解��

4) 解的唯一性证明

设 w
* 、w�是变分不等式问题( PL) 的两个不同的解, 则根据( 6) 式分别有:

� � aW ( w
*

, v - w
*

) + d ( w
*

, v - w
*

) � �s, v - w
* �, � � � v � W, ( 10)

� � aW ( w�, v - w�) + d ( w�, v- w�) � �s, v - w��, � � � � � v � W�� ( 11)

在( 10) 中取 v = w�, ( 11) 中取 v = w
*

, 然后相加可得

� � aW ( w
*

- w�, w
*

- w�) + d( w
*

- w�, w
*

- w�) � 0��
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而事实上, 根据证明解的存在性同样的估计技巧, 可知

� � aW ( w
*

- w�, w
*

- w�) + d( w
*

- w�, w
*

- w�) � 0��

因此

� � aW ( w
*

- w�, w
*

- w�) + d( w
*

- w�, w
*

- w�) = 0�� ( 12)

根据算子 aW 的正定性性质以及关于应力的相容性假设, 很容易得到:

只有 w
*

= w�时, ( 12) 式才成立�� 因此解是唯一的��

1�3 �关于应力相容性条件( 7)式的解释

1) 再次利用迹算子性质 � ( �(1)
- �(2)

)
T

n � ( L
2
( S))

3 � K 2 � �(1)
- �(2) � (L

2
( � ))

3 , 则应力相

容性条件( � ) 可从应力边界约束条件转化至应力区域约束条件, 此时可表示为

� � � �( 1)
- �

(2) � (L2( �) )3 � M
K 2
� u

(1)
- u

(2) � (H1( � ))3�� ( 13)

2) 应力相容性条件( � ) 等价于

� � � �T
n � ( L

2
(S ))

3 � M � u � (H
1
( � ))

3 , � � � � � �, u � U�� ( 14)

3) 应力相容性条件( � ) 实质上也可以转化为功形式的相容性条件��只要在( 14) 式的两

端乘以 � u � (H 1( � )) 3, 则有

� � � �T
n � ( L

2
(S ))

3 � u � (H
1
( �) )

3 � M � u � 2
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1
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3, � � � � � �, u � U�� ( 15)

它显然是作功的定量要求��这与胡海昌[ 6] 提出的各个量必须有作功本领要求以及 B_B 条件[ 8]

是途殊同归的, 同时在唯一性的证明中也体现了卞学璜[ 9] 提出的无零能模式是保证解的存在

性和唯一性思想��它们从比较的角度说明了本文提出的应力相容性条件的正确性��

1�4 �三类独立变量广义变分不等式解的存在性和唯一性
设 w � W = E � �� U( 应变空间、应力空间和位移空间的积空间) , 则摩擦约束弹性力学

基本问题又等价于下列 Euler 不等式方程[ 5] :

� � �� � 0, ( 16)

其中

� � �= a( w, w) + b( w, w) + c( w, w) + d( w, w) - �s, w��� ( 17)

这里
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EWwd�, b( w, w) = -��wT

E��wd�, c( w, w) = ��wT
E�uwd�,

d ( w, w) = -�S
u

w
T
E��uwd �, �s, w� = -�S

F

F
T
Wwds +�S

u

�uT
W wd s +�S

c

( g
T
W - F

T
NW) wd s,

EW =

1
2

E 06�9

09�6 09�9

, E�� =

06�6 C 06�3

C 06�6 06�3
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,

这里

� � C =

1/ 2

1/ 2

1/ 2

1/ 4

1/ 4

1/ 4

,
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� � E�u =

06@6 06@6 06@3

06@3 06@6 D

03@6 D
T

03@3

, ER�u =

06@6 06@6 06@3

06@3 06@6
1
2

D( n)

03@6
1
2 D

T
( n ) 03@3

,

  FW = 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 F 1 F2 F3
T
,

  �uW = 0 0 0 0 0 0 �u 1n1 �u2 n2 �u 3n3
1
2

( �u 2n3 + �u 3n2)

1
2

( �u1 n3 + �u3 n1)
1
2

( �u 1n2 + �u 2n1) 0 0 0
T

,

  gW - FNW = 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

g1T - FNn1 g 2T - FNn2 g3T - FNn3
T
# 

三类独立变量摩擦约束弹性力学基本问题( 16) 等价于求解变分不等式问题( PE) :

求 w I K W = w I W | CW( u) [ s , on Sc (其中 u I U, s 为弹性变形体与刚性支承之

间的间隙) , 使得:

  a( w, v - w) + b ( w, v - w) + c( w, v - w) + d ( w, v- w) \ 3 s, v - w4,

P v I W# ( 18)

可以证明当如下应力相容性条件( Ò) 满足时, 变分不等式问题( PE) 解具有存在性和唯一

性# 该应力相容性条件( Ò) 为:

对于任意 w I W, 存在一个正常数 M , 使得

  + R + (L
2
( 8 ))

3
[ M + u + ( H

1
( 8) )

3 , ( 19)

  + E+ ( L
2
( 8) )

3
[ + u + ( H

1
( 8) )

3
# ( 20)

注记 在应力相容性条件( Ò ) 的约束下 P( w) 有下界且弱下半连续, 而且从几何方程来看应力相容性条

件( Ò ) 中的(20) 显然是满足的# 因此应力相容性条件( Ñ ) 是应力相容性( Ò ) 的特例# 

2  变分不等式问题( PL) 的有限元近似及离散解法

211  有限元近似

性质 211 定义在空间 W @W 上双线性泛函aW( w, v) 不仅在空间 U @ U上是强制的, 当

满足应力相容性条件( Ñ) 时, 在空间 W @ W 上也是强制的# 

性质 212 当应力相容性条件( Ñ) 成立时, aW( w, v) + d( w, v ) 在空间 U @ U 和W @ W

上均是强制的# 

关于变分不等式问题( PL) 的有限元近似及离散解法有两种方法# 

一种方法, 根据上述两个性质, 只要把位移空间 U 以积空间W = 2 @ U代替, 位移允许集

Uad 以位移应力相容集 KW 代替, 则变分不等式问题( PL ) 的有限元的近似可模仿文献[ 3] 而得

到相应的解答# 但在力学上就截然不同了, 对于摩擦约束弹性力学广义变分不等式问题的有

限元近似, 由于它是积空间上的近似, 此时至少可同时得到两类独立变量的解, 而古典弹性变

分不等式问题的有限元近似只能得到位移近似解# 

而另一种方法[ 2] , 可采用下面更简单的有限元近似# 由于是在应力相容性条件( Ñ) 的前

提下进行有限元近似, 因此不需要在积空间 W = 2 @ U 上进行一切近似, 而照常在位移空间

U 上进行近似即可, 因为此时应力相容性条件( Ñ) 保证了应力空间 2 上的相应近似# 
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设 h 为收敛于0的正参数, Uh 为位移空间U中的闭子空间, Kh < Uh 为U中的非空闭凸集,

关于 Uh 和K h 对 U 和 Uc (这里 Uc = u I U | Cn ( v) = vn = v # n [ s , Cn : (H
1
( 8) )

3
y

H
1/ 2

( Sc) 为法向迹算子) 的逼近性质作如下的假设:

1) 若 uh I Kh, h y 0 时 uh 弱收敛, 则其弱极限点在 Uc 中;

2) 存在 U 的子集X 及映射族Ch: X y K h, 使�X = K , 且对任何 u I X , h y 0时, 有 Ch ( u )

在 U 中强收敛于 v, 记为 Ch( u) ] u# 

问题( PLh)  在满足应力相容性条件( Ò) 时, 对于给定的 h > 0, 求

  wh I KWh = wh = ( Rh, uh ) I W, uh I K h ,

使得   aW ( wh, vh - wh ) + d( wh, vh - wh) \ 3 s , vh - wh4 ,   P vh I K Wh# ( 21)

同样依据定理 1的证明方法, 可知问题( PLh) 有唯一解# 而当假设 1) 和 2) 成立时, 利用性质

212 可证明如下的逼近定理
[ 2]

:

定理 2 设 w 是问题( PL) 的解, wh 是问题( PLh) 的解, 则

当 h y 0 时, 有 wh 强收敛于 w# 

212  离散解法

变分不等式问题( PL) 的有限元近似, 本质上是从有限维空间去近似无穷维空间, 这样势

必对其问题的解法带来了很大的方便, 即可以用有限维去逼近无穷维, 而且解的收敛性将得以

保证# 

令 B ( w, v) = aW( w, v) + d ( w, v) , 根据性质212可知在应力相容性条件( Ñ) 下, 它是 W

@ W 上的对称强制的双线性型泛函, 此时可以证明问题( PLh) 等价于极值问题: 求 wh I KWh ,

使得 J ( wh) = min
vI K

Wh

J ( v) ,

其中

  J ( v) =
1
2

B ( v, v) - 3 s, v4# 

因此可转化至欧氏空间 R
n 上的二次规划问题来进行求解, 这时可利用各种优化方法来进行离

散求解[ 2]
# 

3  结  论

本文在提出的应力相容性条件前提下, 详细地证明了摩擦约束弹性力学广义变分不等式

问题解的存在性和唯一性, 进而讨论了相应的有限元近似及其离散解法# 这种研究方法可用

于研究摩擦约束弹塑性力学广义变分不等式问题, 从而对于摩擦约束弹塑性问题, 有望建立全

新的有限元近似理论和离散解法# 
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Abst ra ct: The existence and uniqueness of so lutions of generalized var iational inequalities arising

fr om elasticity with fr iction, which is equivalent to corresponding elemental pr oblems, is elucidated in

detail, and then FEM approx imation and discr ete methods are pr oposed.
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