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LindelÊ f的工作与 Chaplygin的工作的互补性
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摘要:  运用 Vakonomic模型导出 LindelÊ f方程,表明 LindelÊ f的工作与 Vakonomic模型相吻合; 运用

Chetaev模型导出 Chaplygin 方程,表明 Chaplygin的工作与 Chetaev模型相吻合# 在此基础上, 通过改

进 Chaplygin 方程和 LindelÊf方程的表示形式,实现了从 LindelÊ f方程向 Chaplygin 方程的合理过渡和

从Chaplygin 方程向 LindelÊf方程的合理的过渡# 最后,给出一个典型实例# 结果表明, 正如 Vako-

nomic模型与 Chetaev模型是互补的一样, LindelÊ f的工作与 Chaplygin的工作也是互补的# 
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导   言

Chaplygin指出:在 Acta Societatis Scient iarum Fennicae, Vol. 20, No. 3中,登载了 Ernst LindelÊ f
的论文/论旋转体在水平面上的滚动0# ,,, 但在开始数页里, 当推导微分方程的时候,

LindelÊf造成一个重大的错误,因而他所得出的方程比作者(指 Chaplygin ) ) ) 本文作者注)实在

所能得到的要简单些[ 1]# 

从此, LindelÊ f的工作被称为LindelÊ f错误, 而 Chaplygin逐步成为俄国的著名学者, 并被誉

为非完整力学的创始人之一# 

Chaplygin改进了 LindelÊ f的工作,推导出著名的 Chaplygin方程, 由于这类方程具有广泛的

应用前景, 不少学者研究并推广了 Chaplygin的工作# 例如:Voronets将 Chaplygin方程由线性齐

次非完整约束系统推广到线性非齐次非完整约束系统[ 2] , Novoselov进一步将 Chaplygin方程推

广到非线性非完整约束系统[ 3]# 

近年来,在专著[ 4]的倡导下,我国学者正致力于解决非完整力学中的一些有待进一步澄

清和发展的问题
[ 5] ~ [ 8]

,这便促使我国学者更加全面和更加深入地研究非完整系统动力学# 

本文应用Vakonomic模型导出 LindelÊ f 方程, 表明 LindelÊ f的工作与 Vakonomic 模型相吻合;运

用Chetaev模型导出 Chaplygin 方程, 表明 Chaplygin的工作与 Chetaev 模型相吻合# 在此基础

上,通过改进Chaplygin方程和 LindelÊ f方程的表示形式,实现了从 LindelÊ f方程向 Chaplygin方

程的合理过渡和从 Chaplygin方程向 LindelÊ f方程的合理过渡# 最后,给出一个典型实例# 本
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文工作表明,正如Vakonomic模型与 Chetaev 模型是互补的一样, LindelÊ f的工作与 Chaplygin的

工作也是互补的# 

1  借助 Chetaev模型来推导 Chaplygin方程

设有一个动力学系统,该系统由动能 T、力函数 U和线性非完整约束的独立方程

  E
n

s= 1
ABsÛq s = 0,   s = 1, 2, ,, n; B= 1, 2, ,, g ; n > g (1)

来描述# 

约束方程( 1)又可表示为

  ÛqE+ B= E
E

R= 1
BBRÛqR,   R = 1, 2, ,, E; E= n - g , (2)

其中, ABs、BBR、U和T 均与不独立的广义坐标 qE+ B无关# 

对于这类系统, Hamilton原理的泛函表示为

  Q
t
1

t
0

D( T + U) dt = 0# (3)

Chetaev条件表示为

  DqE+ B = E
E

R= 1
BBRDqR# (4)

运用 Lagrange乘子法, 将( 4)纳入泛函( 3)中,可得

  Q
t
1

t
0

D( T + U) + E
g

B= 1
KB DqE+ B- E

E

R= 1
BBRDqR dt = 0# (5)

经变分运算,可以导出系统的真实轨道方程

  

d
dt

5T
5ÛqR

-
5T
5 qR

-
5U
5 qR

+ E
g

B= 1

KBBBR = 0,

d
dt

5T
5ÛqE+ B

- KB = 0# 

(6a)

(6b)

由( 6)可见, 该系统的广义约束力可以表示为

  
RR = E

g

B= 1

KBBBR,

RE+ B= - KB# 

(7a)

(7b)

广义约束力在相应的广义虚位移上所做虚功为

  E
E

R= 1
RRDqR + E

g

B= 1
RE+ BDqE+ B = E

E

R= 1
E
g

B= 1
KBBBRDqR- E

g

B= 1
KBDqE+ B =

      - E
g

B= 1

KB DqE+ B- E
E

R= 1

BBRDqR # ( 8)

考虑到Chataev条件( 4) , 可知

  E
E

R= 1
RRDqR + E

g

B= 1
RE+ BDqE+ B = 0# (9)

这类约束称为理想约束# 

由( 6b)解得

  KB =
d
dt

5T
5ÛqE+ B

# (10)

844 梁   立   孚    陈   卫   东



将( 10)代入( 6a) ,可得

  d
dt

5T
5ÛqR

-
5T
5 qR

-
5U
5 qR

+ E
g

B= 1

BBR
d
dt

5T
5ÛqE+ B

= 0# (11)

利用方程( 2)将 T 的表达式中的ÛqE+ B消去,而名其所得结果为 �T ,则有

  5�T
5ÛqR =

5T
5ÛqR + E

g

B= 1

5T
5ÛqE+ BBBR, (12)

  d
dt

5�T
5ÛqR

=
d
dt

5T
5Ûq R

+ E
g

B= 1

BBR
d
dt

5T
5ÛqE+ B

+ E
g

B= 1

5T
5ÛqE+ B E

E

C= 1

5BBR
5 qC

ÛqC, (13)

  5�T
5 qR =

5T
5 qR + E

g

B= 1

5T
5ÛqE+ B

5ÛqE+ B
5 qR =

5T
5 qR + E

g

B= 1

5T
5ÛqE+ B E

E

C= 1

5BBC
5 qRÛqC# (14)

将( 13)和( 14)代入( 11) ,可得

  d
dt

5�T
5ÛqR -

5�T
5 qR-

5U
5 qR + E

g

B= 1

5T
5ÛqE+ B E

E

C= 1

5BBC
5 qR -

5BBR
5qC ÛqC= 0# (15)

这就是Chaplygin方程# 

2  借助 Vakonomic模型来推导 LindelÊf方程

将约束方程( 2)变分,可得

  DÛqE+ B = E
E

R= 1

BBRDÛqR + E
E

R= 1

ÛqR E
E

C= 1

5BBR
5 qC

DqC# (16)

引入 Lagrange乘子 LB,将(16) 纳入泛函(3) 中,可得

  Q
t
1

t
0

D( T + U) + E
g

B= 1
LB DÛqE+ B- E

E

R= 1
BBRDÛqR - E

E

R= 1
ÛqR E

E

C= 1

5BBR
5 qCDqC dt = 0# (17)

经变分运算,可以导出系统的测地轨道方程

  

d
dt

5T
5ÛqR

-
5T
5 qR

-
5U
5 qR

+ E
g

B= 1

LB E
E

C= 1

5BBC
5 qR

-
5BBR
5 qC

ÛqC- E
g

B= 1

ÛLBBBR = 0,

d
dt

5T
5ÛqE+ B+ ÛLB = 0# 

( 18a)

( 18b)

由( 18b)解得

  ÛLB = -
d
dt

5T
5ÛqE+ B, (19)

进而可得

  LB = -
5T

5ÛqE+ B
# (20)

将( 19)和( 20)代入( 18a) ,可得

  d
dt

5T
5ÛqR

-
5T
5 qR

-
5U
5 qR

- E
g

B= 1

5T
5ÛqE+ B E

E

C= 1

5BBC
5 qR

-
5BBR
5qC

ÛqC+

      E
g

B= 1
BBR

d
dt

5T
5ÛqE+ B = 0# (21)

有趣的是,如果将( 13)和( 14)代入( 21) ,可得

  d
dt

5�T
5ÛqR -

5�T
5 qR-

5U
5 qR = 0, (22)

这就是LindelÊf方程# 
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由( 18)可见,该系统的广义约束力可以表示为

  
RR = E

g

B= 1
LB E

E

C= 1

5BBC
5 qR -

5BBR
5qC ÛqC- E

g

B= 1
ÛLBBBR ,

RE+ B= ÛLB# 

( 23a)

( 23b)

广义约束力在相应的广义虚位移上所做的虚功为

  E
E

R= 1
RRDqR + E

g

B= 1
RE+ BDqE+ B = E

E

R= 1
E
g

B= 1
LB E

E

C= 1

5BBC
5qR -

      
5BBR
5 qC

ÛqC- E
g

B= 1

ÛLBBBR DqR+ E
g

B= 1

ÛLBDqE+ B# (24)

由( 16)可得

  E
E

C= 1
ÛqCE

E

R= 1

5BBC
5 qR

-
5BBR
5qC

DqR = DÛqE+ B-
d
dt E

E

R= 1
BBRDqR# (25)

将( 25)代入( 24) , 可得

  E
E

C= 1

RRDqR + E
g

B= 1

RE+ BDqE+ B = E
g

B= 1

d
d t
LB DqE+ B- E

E

C= 1

BBRDqR # (26)

一般说来

  E
E

R= 1

RRDqR + E
g

B= 1

RE+ BDqE+ B X 0, (27)

这类约束称为非理想约束,为了使这类非理想约束理想化, 可使

  DqE+ B = E
E

R= 1

BBRDqR , (4)

这不是别的,正是 Chetaev条件# 

3  改进 Chaplygin方程和 LindelÊf方程的表示形式

Chaplygin指出:显然,欲使这组方程(指 Chaplygin 方程( 15) ) ) ) 本文作者注)具有平常的

Lagrange方程的形式,则其必要条件为,各函数 B 完全满足如下的关系式

  
5BBC
5 qR

-
5BBR
5qC

= 0, (28)

其中 B, C, R是一切可能的标号# 而在这种情况下,方程

  E
n

s= 1
ABsDqs = 0 (29)

和( 1)即为可积的,因此在参数 q1, q2, ,, qn 之间必有有限关系式,而与假设不合# 
我们注意到,将( 2)变分,稍加变换可得

  DÛqE+ B = E
E

C= 1
ÛqCE

E

R= 1

5BBC
5 qR -

5BBR
5qC DqR+

d
dt E

E

R= 1
BBRDqR# (30)

令上式满足条件( 28) ,则( 30)变为可积式

  d
dt
DqE+ B =

d
dt E

E

R= 1
BBRDqR# (31)

将( 31)积分,可得 Chetaev 条件( 4)# 

类似地,将( 1)变分,稍加变换可得

  E
n

k= 1

Ûqk E
n

s= 1

5ABk
5qs

-
5ABs
5qk

Dqs +
d
dt E

n

s = 1

ABsDqs = 0# (32)
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令上式满足类似于( 28)的表达式

  
5ABk
5 qs

-
5ABs
5 qk

= 0# (33)

则( 32)变为可积式

  d
dt E

n

s= 1
ABsDqs = 0# (34)

将( 34)积分,可得 Chetaev 条件( 29)# 

以上论述表明, 由可积必要条件( 28)或( 33)可以导致 Chetaev 条件( 4)或( 29) # 它的逆命

题也成立, 由 Chetaev条件( 4)或( 29)可以导致可积必要条件( 28)或( 33)# 这一逆命题已被许

多知名学者证明[ 4] , [ 9] ~ [ 13]# 

由第 1节可知,运用 Chetaev模型导出真实轨道方程( 6) , 方程( 6)和约束方程( 1)或( 2)一

起,构成封闭的微分方程组

  

d
dt

5T
5ÛqR -

5T
5 qR -

5U
5 qR+ E

g

B= 1
KBBBR = 0,

d
dt

5T
5ÛqE+ B

- KB = 0,

E
n

s = 1

ABsÛqs = 0或 ÛqE+ B = E
E

R= 1

BBRÛqR ,

( 35a)

( 35b)

( 35c)

由( 35b)解出 KB,将 KB的表达式代入(35a) ,再利用(35c) 将T 的表达式中的ÛqE+ B消去,而名其所

得结果为 �T ,经(12) ~ (14) 的数学变换, 可得 Chaplygin方程( 15)# 

由第 2节可知,运用 Vakonomic 模型导出测地轨道方程( 18) , 方程( 18)与约束方程( 1)或

( 2)一起,构成封闭的微分方程组

  

d
dt

5T
5ÛqR

-
5T
5 qR

-
5U
5 qR

+ E
g

B= 1

LB E
E

C= 1

5BBC
5 qR

-
5BBR
5 qC

ÛqC- E
g

B= 1

ÛLBBBR = 0,

d
dt

5T
5ÛqE+ B+ ÛLB = 0,

E
n

s = 1
ABsÛqs = 0或 ÛqE+ B = E

E

R= 1
BBRÛqR# 

( 36a)

( 36b)

( 36c)

由( 36b)解出 ÛLB和 LB,将 ÛLB和 LB的表达式代入(36a) ,再利用(36c) 将 T 的表达式中的ÛqE+ B消
去,而名其所得结果为 �T ,经(12) ~ (14) 的数学变换,可得LindelÊ f方程( 22)# 

由以上分析可知,不用施加任何额外的限制条件, 便可由( 36)导出LindelÊ f方程( 22) ; 而令

( 36)满足关系式( 28) , 并令 ÛLB= - KB,则(36) 变换为(35) , 进而由(35) 可导出 Chaplygin方程# 

如此说来,理应在LindelÊ f方程满足关系式( 28)时导致 Chaplygin方程,但 Chaplygin做出相反的

结论# 这一结果还可用下述方法得出# 令约束方程( 2)的变分式满足关系式( 28) , 可以导致

Chetaev条件( 4) ,而由第 1节知,运用 Chetaev 条件可导出 Chaplygin方程; 由第 2节可知,不运

用Chetaev条件可导出 LindelÊ f方程# 按照这一思路,也应是在LindelÊ f方程满足关系式( 28)时

导致 Chaplygin方程,而 Chaplygin却做出相反的结论# 

可以应用改变 Chaplygin方程和LindelÊ f方程表示形式的方法来解决上面提出的问题# 
将Hamilton原理的表达式( 3)写成展开形式,则有

  Q
t
1

t
0

E
E

R= 1

5T
5 qR

DqR+
5T
5ÛqR
DÛqR+

5 U
5qR
DqR + E

g

B= 1

5T
5ÛqE+ BDÛqE+ B dt = 0# (37)
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将( 2)和( 30)代入上式,经分部积分,并按惯例在时域边界处取DqR = 0,可得

  Q
t
1

t
0

E
E

R= 1

5�T
5 qR

-
d
dt

5�T
5ÛqR

+
5U
5 qR

- E
g

B= 1

BBR
d
dt

5�T
5ÛqE+ B

+

      E
g

B= 1

5�T
5ÛqE+ B E

E

C= 1

5BBC
5qR

-
5BBR
5 qC

ÛqC DqRdt = 0, (38)

其中5�T /5 qR, 5�T/ 5ÛqR和5�T/ 5ÛqE+ B分别为将(2)代入5T /5 qR, 5T /5ÛqR和5T/ 5ÛqE+ B后的表达式# 

由于 DqR的任意性,由(38) 可得

  d
dt

5�T
5ÛqR -

5�T
5 qR-

5U
5 qR + E

g

B= 1
BBR

d
dt

5�T
5ÛqE+ B-

      E
g

B= 1

5�T
5ÛqE+ B E

E

C= 1

5BBC
5qR

-
5BBR
5 qC

ÛqC= 0, (39)

这便是LindelÊf方程的新的表示形式# 

若使上述方程满足表达式( 28) ,则得

  d
dt

5�T
5ÛqR

-
5�T
5 qR

-
5U
5 qR

+ E
g

B= 1

BBR
d
dt

5�T
5ÛqE+ B

= 0, (40)

这便是Chaplygin方程的新的表达式# 

由LindelÊf方程的新的表示形式和 Chaplygin方程的新的表示形式可见, 使 LindelÊ f方程的
新的表示形式满足关系式( 28) , 则可导致 Chaplygin 方程的新的表示形式# 这样一来, 便解决

了上面提出的问题# 

我们指出, 如上的Chaplygin方程的新的表示形式,并不是一种全新的表示形式# 其实,在

原Chaplygin方程( 15)中, 5T/ 5ÛqE+ B实际上应是5�T / 5ÛqE+ B,只不过当时 Chaplygin先生没有明确

指出这一点# 

4  例   子

一半径为 a, 质量为 m的均质圆球在完全粗糙的水平面上无滑动地滚动# 试建立圆球的

运动微分方程# 

假设取球心坐标 x、y 及3个Euler角 W、H、U为广义坐标 q4、q5、q1、q2、q3,圆球所受非完整

约束为

  Ûx = - a( ÛUcosWsinH- ÛHsinW) , (41)

  Ûy = - a( ÛUsinWsinH+ ÛHcosW)# (42)

由( 41)和( 42)得知

  
B11 = 0, B12 = asinW, B13 = - asinHcosW,

B21 = 0, B22 = - acosW, B23 = - asinHsinW# 
(43)

按照专著[ 4] ,将广义主动力处理为

  �Q1 = �m
0
3, (44)

  �Q2 = m
0
N + a(�V1sinW- �V 2cosW) , (45)

  �Q3 = m
0
3- asinH(�V1cosW+ �V 2sinW)# (46)

圆球的动能表示为

  T =
1
2 m( Ûx 2

+ Ûy 2
) +

1
2

2
5 ma

2
(ÛH2+ ÛU2+ ÛW2+ 2ÛUÛWcosH)# (47)
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利用( 41)和( 42)消去( 47)中的 Ûx 和Ûy ,则有

  �T =
1
2
ma

2 7
5
ÛH2+ ÛU2sin2H+ 2

5
( ÛU2+ ÛW2+ 2ÛUÛWcosH) # (48)

411  应用 LindelÊ f方程
应用( 48)可以求得

  d
dt

5�T
5ÛW-

5�T
5W=

2
5
ma

2
( &W+ &UcosH- ÛUÛHsinH) , (49)

  d
dt

5�T
5ÛH-

5�T
5H= ma

2 7
5

&H+ ÛW2sinHcosH+ 2
5
ÛUÛWsinH , (50)

  d
dt

5�T
5ÛU-

5�T
5 U= ma

2 &Usin2H+ 2ÛUÛHsinHcosH+ 2
5 &U+ 2

5 &WcosH- 2
5 ÛWÛHsinH , (51)

由( 49)、( 50)、( 51)、( 42)、( 45)、( 46)可得测地轨道方程

  2
5
ma

2
( &W+ &UcosH- ÛUÛHsinH) - �m 0

3 = 0, (52)

  ma
2 7

5
&H+ ÛW2sinHcosH+ 2

5
ÛUÛWsinH - m

0
N - a(�V 1sinW- �V 2cosW) = 0, (53)

  ma
2 &Usin2H+ 2ÛUÛHsinHcosH+ 2

5 &U+ 2
5 &WcosH- 2

5 ÛWÛHsinH -

      m
0
3+ asinH(�V 1cosW+ �V2sinW) = 0# (54)

412  应用 Chaplygin方程

考虑到

  5T /5Ûq4 = mÛx = - ma( ÛHsinW- ÛUsinHcosW) , (55)

  5T /5Ûq5 = mÛy = - ma( ÛHcosW+ ÛUsinHsinW)# (56)

再考虑到各 BBR的取值(43) ,则可算得

  E
2

B= 1

5T
5ÛqE+ B E

3

C= 1

5BBC
5 q1 -

5BB1
5 qC ÛqC= ma(ÛHsinW- ÛUsinHcosW) a( ÛHcosW+

      ÛUsinHsinW) - ma( ÛHcosW+ ÛUsinHsinW) a(ÛHsinW- ÛUsinHcosW) , (57)

  E
2

B= 1

5T
5Ûq 3+ B

E
3

C= 1

5BBC
5q 2

-
5BB2
5 qC ÛqC= ma

2ÛUsinH( ÛW+ ÛUcosH) , (58)

  E
2

B= 1

5T
5Ûq 3+ B

E
3

C= 1

5BBC
5q 3

-
5BB3
5 qC ÛqC= - ma

2ÛHsinH( ÛW+ ÛUcosH)# (59)

将( 44) ~ ( 46) , ( 49) ~ ( 51)和( 57) ~ ( 59)代入 Chaplygin方程, 可得真实轨道方程

  2
5 ma

2
( &W+ &UcosH- ÛUÛHsinH) - �m

0
3 = 0, (60)

  7
5
ma

2
( &H+ ÛUÛHsinH) - m

0
N - a(�V 1sinW- �V2cosW) = 0, (61)

  ma
2 &Usin2H+ 2

5
&U+ 2

5
&WcosH+ ÛUÛHsinHcosH- 7

5
ÛWÛHsinH -

      m
0
3+ asinH(�V 1cosW+ �V2sinW) = 0# (62)

413  应用新 Chaplygin方程

考虑到

  5T
5ÛW=

2
5
ma

2
( ÛW+ ÛUcosH) =

5�T
5ÛW, (63)

  5T
5ÛH=

2
5
ma

2ÛH= 5�T
5ÛH, (64)
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  5T
5ÛU=

2
5
ma

2
( ÛU+ ÛWcosH) =

5�T
5ÛU, (65)

  5�T
5x =

5�T
5y =

5�T
5 W=

5�T
5U= 0, (66)

  5T
5H= -

2
5 ma

2ÛUÛWsinH= 5�T
5H, (67)

  5T
5Ûx = mÛx , 5�T

5Ûx = - ma( ÛUcosWsinH- ÛHsinW) , (68)

  5T
5Ûy = mÛy , 5�T

5Ûy = - ma( ÛUsinWsinH+ ÛHcosW)# (69)

将( 44) ~ ( 46)和( 63) ~ ( 69)代入新 Chaplygin方程,经整理可得( 60)、( 61)、( 62)等真实轨道方

程# 

比较 412节和 413节的推导过程可见, 413节的推导比 412节的推导简单得多# 

414  应用新 LindelÊ f方程
只要注意到原 Chaplygin方程中的 5T / 5ÛqE+ B实为 5�T / 5ÛqE+ B,则(57) ~ (59) 可以变换为

  E
2

B= 1

5�T
5Ûq 3+ B

E
3

C= 1

5BBC
5q 1

-
5BB1
5 qC ÛqC= ma( ÛHsinW- ÛUsinHsinW) a(ÛHcosW+

      ÛUsinHsinW) - ma( ÛHcosW+ ÛUsinHsinW) a(ÛHsinW- ÛUsinHcosW) , (70)

  E
2

B= 1

5�T
5Ûq 3+ B

E
3

C= 1

5BBC
5q 2

-
5BB2
5 qC

ÛqC= ma
2ÛUsinH( ÛW+ ÛUcosH) , (71)

  E
2

B= 1

5�T
5Ûq 3+ B

E
3

C= 1

5BBC
5q 3

-
5BB3
5 qC ÛqC= - ma

2ÛHsinH( ÛW+ ÛUcosH)# (72)

将( 70) ~ ( 72)、( 63) ~ ( 69)和其它有关的量代入新的LindelÊf方程,可得( 52)、( 53)、( 54)等测地

轨道方程# 

以上实例表明, 新 Chaplygin 方程和原 Chaplygin 方程是等价的, 新 LindelÊf 方程与原
LindelÊf方程也是等价的# 

5  结   论

综上所述, 应用 Vakonomic模型导出 LindelÊ f方程, 表明 LindelÊ f的工作与 Vakonomic模型

相吻合;运用 Chetaev 模型导出 Chaplygin方程, 表明 Chaplygin 的工作与 Chetaev 模型相吻合# 

在此基础上, 通过改进 Chaplygin方程和 LindelÊ f 方程的表示形式, 实现了从 LindelÊ f 方程向
Chaplygin方程的合理过渡和从 Chaplygin方程向 LindelÊf 方程的合理过渡# 最后, 给出一个典

型实例# 本文工作表明, 正如 Vakonomic模型与 Chetaev 模型是互补的一样, LindelÊf 的工作与
Chaplygin的工作也是互补的# 
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The Complementary Property of LindelÊ f. s Work

and Chaplygin. s Work

LIANG Li_fu,  CHENWei_dong
( Depar tment of Air space En gineer ing , Harbin Engineer in g

Un iv er sity , Harbin 150001, P R Chin a )

Abstract: LindelÊ f. s equation is derived by using the Vakonomic model, which shows that LindelÊ f. s

work coincides with Vakonomic model. Chaplygin. s equation is derived by using Chetaev. s model,

which shows that Chaplygin. s work coincides with Chetaev. s model. On basis of these, by improving

the expressions of Chaplygin. s equation andLindelÊ f. s equation, the reasonable transition from Chap-

lygin. s equation to LindelÊ f. s equation is realized, the reasonable transition from LindelÊ f. s equation

to Chaplygin. s equation is realized too. Finally, a typical example is given. The work of this paper

shows that, just as the Vakonomic model and Chetaev. s model are complementary to each other,

LindelÊ f. s work and Chaplygin. s work are complementary to each other too.

Key words: non_holonomic system; LindelÊ f. s equation; Chaplygin. s equation; the Vakonomic mod-

el; Chetaev. s model
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