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摘要
:
引进偏斜应变能的概念

,

对平面裂纹起裂扩展问题进行了讨论
,

给出了一个与路径无关的

J
’

积分
,

同时对其守恒性给予了严格的证明
,

通过 工型裂纹 的应用
,

其结果与现行公开发表的文

献或手册结果一致
.
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引 言

众所周知
,

在文〔1」中
,

J
.

R
.

Ri c e
等用 J 积分来描述弹塑性情况下裂纹尖端 区域应力应变

场强度平均值的一个参量
,

在线弹性情况下
,

J = ‘
.

然而
,

文【2〕指出 J积分并不是唯一的静

弹性力学守恒性定律
,

如 人
、

L
、

M 等与积分路积无关的守恒性积分公式
.

文【3」用横向释放

率 ‘
’

描述 了 工型裂纹的扩展问题
,

他们都取得了成功
.

在文〔4」中讨论了有限变形弹性体

J 积分及其对偶形式 J 积分的守恒性
.

作者在本文中提出了一个与路径无关的 J
‘

积分
,

并且我们认为在弹塑性情况下塑性材

料中裂纹扩展的动力来源于偏斜应 变能的释放
.

而与体积应变能无关
.

o ro wa
n 通过对金属

材料裂纹扩展过程的研究
,

并指出裂纹扩展前在其尖端附近要产生一个塑性区
,

因此系统提供

裂纹扩展的能量不仅用于形成新的表面能
,

而且还用于引起这种塑性变形所需的塑性功
,

根据

o ro w an 的研究结果
,

对塑性材料
,

塑性功 尸 比表面能 ) 大三个数量级 [s]
.

因而我们有充分的

理由用偏斜应变能的概念来描述弹塑性情况下平面裂纹扩展的真实动力
.

本文给出了 J
’

积

分守恒性的严格证明
,

并就平面应力给出了其计算结果
.

在线性情况下 J
‘ =

“
,

偏斜应变

能释放率
,

通过 工型裂纹的应用
,

取得了与文〔3] 十分接近和与文〔6] 也吻合得较好的结果
.

1 偏斜应变能的 了
’
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如图 1所示
.

其中 W 为应变能密度
,

且 W 二

丐 为偏斜应变能密度
,

W ,
为体积应变能密度

,

Si

为回路
, 上任意点的偏斜应力分量

, u ‘
为回路

: 上

任一点处的位移分量
. n

为回路
; 上任一点处外

法线单位矢量
, n l
为

n
与

二 ,
方向夹角的方 向余

弦 : n , = 。0 5 (n , x l ) 二 d x Z / d :
.

1
.

2 )
’

积分守恒性证明

根据格林公式

璐
+ 平 ,

刁『
二丁一 二 汀 “

。

刁￡奋

一
。 ,

式中
: 勺 二

‘凡 十 s.j
,

勒

其中
:

‘ 为球形应力张量

(2) 式表达为
,

(2 )

= 。
沪ij + “ij

·

圈 , 裂坟尖端 J
,

积分的回路

,

s。为偏斜应力张量
, 。。
为球形应变张量

,

勺 为偏斜应变张量
.

‘

、.了,
内J八口产如月、�

口了、、

十 = 口二占奋 + s断
,

1
一丛叭瞥叭

遇气些气

刁c 二

刁￡叮 -

a 叽
J￡。

l a 甲
‘

下二- = 二‘
.

茂
, 。

旦二豆 口 e 、

口￡。

(3 )
”

盯r�l

V一!z止矛��,叮z一"
盯犷一
、

�飞环一拭n”一右口”一C
. ..1硬尸一,卜

V-
护r

n”一C刁一刁

(3 )式即为

a w , 。 刁璐
、 。

下一一
.

0 汀 十 下一~ = a . o “ 十 J “

口 e 。 , 口 e ij
(4 )

比较等式两端得
,

( 5 )‘

环一自刁一刁
一�二砂S�

n”工C刁一a

�工
爪

J

( 1) 式沿图 l 所示闭合回路
。 . ! +

又矛
,

一 犷 十
面百 的表达式应为

:

乡
。

(
。‘一

“‘刁u 、
_

二 ~
‘ d s

日,
, (6 )

现引用数学分析中的格林公式
,

即为

丁丁
。

装
d 一 d

一丁
: ,

·

nj d ! ·

如果 P 是任意标量或矢量和张量的标量分量
,

由(7a) 可得相应的矢量的分量

分量 尸ij ,

于是得

(7 a )

乃和二阶张量的

仃
。

袋
d 一 d

一 蛋声
nj d ! 和
仃

。

釜
‘一‘

一 蛋: ijnj
d ! ·

(6) 式中的第二项积分
,

根据偏斜应力边界条件 S‘ 二 Sijnj
,

并引用格林公式 (7 b)

(7 b )

可以得到

工
。 a u ‘ 1

工
。

甲 J 止 万甲一 a 占 = 甲 J “几 s

J c 口 x 1 J c , J

a “ ;
_

丈一‘d s

石不万

二

仃
,

最(
、
绘)

d 一‘一

以上公式 ( 8) 引用 了张量重复下标求和的记法
.

A 为回路
。
所围面积

.

乡
。

晒
2 =

仃垫, 日x l d
x l d x Z ,

(8 )

( 6 )式中的第一项积分

(9 )
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将(8 )
、

(9 )代人 (6 )式
,

得到

f l
_

_ _

刁u 、 _

\ f厂 f刁磷 刁 l
_

刁u八 1
_

少
。

(哟
d x Z 一 5 ‘

石
d “

)
“

JJ
,

l斌
一

砚(
5 “

斌月
d x , d x ,

·

(10 )

且注意到 : 。 二 (u ‘
,

j + 巧
,

‘)/2
,

和应用 (3)
‘

式和(5 )式
.

丛
_

巡
.

兰
_

塑
.

兰
_

刁x l 一 刁。“ 刁x l 一 刁e叮 刁x l -

、‘产
、

、月/,1,‘
召.二勺.二

/‘、了厄、
、。

·

急
二 、。

·

念!合
(·

‘,

, · 、
,

‘)]
·

由偏应力张量是对称张量
,

即
:

S 叮 =

sjt

以及对 u ‘的微商可 以交换次序
,

上述 (11) 式表示为
:

、,了、、产门J4
心.1J..1‘、了了J、垫

_

刁x l 一

1
_

口

于 5
: :

二- (
2

.J d x l

u i
,

j + uj
,

i)
= ‘。

念
‘一

,

, = “。

羲
‘一

:

,
·

再把 (13 )式改写为

J W
, a

二一
日 二 忿 二一 一 ( u 、 ,

少 二

口 x l , J xl ” 一 l

由平衡方程 匆
,

, = o
,

容易导出 今,’ =

(So u ‘
, 二 :

) 一 (S。 , )u ; , · :
·

0
,

所以最后得到
:

刁W
‘ 口

了“ 二 二- ( 5
。“ ‘ ,

j
。

口 xl 口 xj
” ” 一,

(15 )

将(15) 式代人 (10 )式可知
,

恒等于零
,

即(6) 式亦恒等于零
:

步
c

(
件d ‘’ -

又因为在线段 B了

刀“
;

S ,

二止 d s
’

口 x l

和A
‘

A 上

刁u ;

S 蕊

二 d s

’

口 x l

)
! o

,

d x : 二 0
,

裂纹表面 自由
,

该两段线上 S‘ 二

(6 )

0
,

所 以 (6)
’

式为 :

磷d x : -

_ 刁u ‘

、
W

r

d x , 一 S 万二 d 5 1 = 0
d x l /

w
,

d x , _ 、
‘

势d :

)
.

’

d x 一 j
(16 )

一
‘

于户.奋祖.、
!
魔

|上
一一

、,1...口口矛

占
1Q

、‘...宁产

琳d x : -

刁u ‘

S‘

刁x ,

e产于,,....、
吸

f甲J
: 广

|八

到最后得

(16 )式表明 J
‘

积分数值与积分路径无关
.

守恒性证毕
.

1
,

3 J
“

积分的具体表达式

在偏斜应力张量状态下偏斜应变能密度为

、,产

I
J

, 矛00, .盆,lJ

吸
.

2佗、

哈贵
仁(。

二 -

在平面应力情况下
, : 二: = 0

,

。 ,

)2 十 (a ,

殊
= 0

,

几

一 a :

), 十 (。
: 一 a 二

)2 + 6 (:

己
, + :

乳
+ r

毛)」
.

= 0
,

代入(17 )式得到

件
二

贵
。(

。二 + 。 , , ’ 一 , (。
, 一

粼 “
·

沿如图 2 所示积分路径
,

则(l) 式中的第一项为
:

{
二。

:

d : 二
l共岁{

J
: 了 ‘

j 乙 J
〔(

。二 十 口,

)2 一 3 (。
, ·

。 , 一 :

氛〕
·

r e o ss ds (19 )

对于 I 型裂纹端顶应力分量为
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夕一2K I

万盲忑
“0 5

K 1

丁氦
“0 5

K I

派不
“, n

一 S ln

夕
.

了
“, n

s in
0

.

百
“, n (2 0 )

丝2丝2

十
o一2

口

百
“ 0 5

0 3 夕

百
“
Os 万

·

图 Z J
势

积分路径之一

(2 0 )式代入 (19 )则得到 :

图 3 J
’

积分路径 之二

、

,
少、、,矛

1
盈

,‘,�2
了‘、、z‘
、丝E’丁

。

盼
l d ‘ “

l + v

6

又 J
’

积分中的第二项为
,

丁
:

、‘

绘
d
一丁{

二

(
、!

绘
· “2

绘)
r d “

·

式中
二 S 一 e o s s + S 一Z s in s

,

5 2 二 5 2 一e o s o + S 22 s i n o

二 气 一 a 二 ,

5 1 2 = 5 2 一 二 : 甘
,

5 2 2 = J , 一 叮二
( 2 3 )

勺且

11勺1SSl
￡.
.
‘

综合 ( 20) 式得
:

K I

==

7云下
c o s

K I

=

石瓦享
“0 5

0 ( 5
。

1 \

可 (万
c o s 口 一

万 )

0 1 5
. 。

、
二

~
l

一
丁 S lfl U I

。

名 气 D j

112SS!11
.

ee
、

图 1 所示回路
: 上的任意点处的位移分量为

{
U l

K I

一普(
1 一 Z F + s i n Z 旦)

2 )

(2 4 )

(2 5 )

!L 2 =
夕了

‘ .

5 1 11
~

二
一

l 乙 一 乙 F

名 、 一
扩
普)

概概产
互
产

式中 产 为剪 切弹性模量
, ,

、,产、/ .,

6
, 乎,‘,‘

目

了.、
‘

了.、

。 刁u -

= c o s 口 下犷一
口 r

为柏松 比

s i n s 刁u l

~ 一万 丽
=

K I

2产 护不丹
“ 0 5
万

K I

一

不丁索
s , n

一 Z p +

。 刁 u Z s i n o 刁 u Z

= c o s 口
下

-

一 一

—
甲于万

口 F r 口 a

0 1 _ _

气二-

诊艺 一 乙夕 一 CO S -

名 、

’

一 s‘矛“
)

,

普一
*、。
)

o一2l�l凡左一1U一戈U一劣刁�刁a一刁

将 (24 )式
,

(2 6)
,

和 (2 7) 式代入 (2 2) 式化简为
:

丁
:

5 ‘一 d ’ = - ( l + , ) ( 2 一 2 , )
, , ,

一一
一尸了二厂- - - -

- 人飞
。

4 右
(2 8 )
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在平面应力情况下
,

J
’

积分为
,

(l + ,

)(4 一 3 ,

) K人
E

. (2 9 )

K孔
令

: v = 0
.

2 5 日寸
,

J
’ 二 0

.

6 77 es 书
.

乙

由于 J
‘

与积分路径无关
,

如图 3 所示有沿
: ’

路径的 J
‘

值也为 (3 0) 式的结果
,

性
,

沿半圆(AB )J
’

积分值为
,

(3 0 )

由于对称

K孔
J

一 二 0
.

3 39 一
甘

.

乙
(3 1 )

2 确定所谓的材料力与应力强度因子关系

如图 4 所示
,

梁中裂纹在弯矩和拉伸荷载作用下的模型
,

由于对称性取其中一半研究
,

这

里约定
“ + ”

和
“ 一 ”

分别指示有裂纹和无裂纹部份的梁的量
,

符号
“ 一 ”

表示 中性轴位移 的量
.

取梁的周边
:

(AB CD E ) 为外路径
,

半圆
: ’

(AE ) 内路径
,

则 J
’

积分值为
,

. , ‘

n

{ { {
_

协 { { {
。

厂不厂一一一一一一一一门
‘

了裂

户阵一三
升

图 4 梁中裂纹在弯矩和拉伸荷载作用下的模型

、月Z、,
口

、

,
尹、,
声

a
,

bC
,

d

了.吸、
了

r、了厅、
才

‘
、,

(, 。)(份
·

。 ,

:
(, c )(际

, -

:
(。。 )(盼

, -

一 5 ‘·‘
,

1 )d
3 =

{
:
(, , , 。

·

‘
·

d ‘

5 iu ‘
,

一)d s M
一

少
-

产

!
产

l

5 iu ‘
,

l

= 一

服动
-

=

{
:
〔。·)外

_

(巩
刀 , 一 si u 、

,

,

5 t D 去 )

八

!一一(a ) + (b ) + (。) + (d )
,

且注意到

(一 崛

丐d s

·

(一 l)d
s + 叮(云广一 瓜

‘

2 一 M
十

少
十

)
.

3S
JUJU

产

l
�广

I
J

:
(伪 ) 份d , ,

则有
几
,尹

BA
了,马、

�J!
‘

, 一丁
‘
( , 。。。: )‘。

1
一 S‘u ‘

,

1 )d s 二

、

l
,产、刀

2气」飞八曰」
了.了吸
、

M
十

少
+ 一
娜犷一乞.了

+2

一喃云
2 M

一

少
“ 一 砰f 一 ( 一 脆

其中令

一

脆z+,
: 一 M 十

尹
+

一
航云

: 一 M
一

少
-

一 西广
,

一 q u l
·

, lesJJesJ+一

AA
r
.

esrL.esL
r且JI
.
.

L

所以
,

丁
, ( , 。。。‘) (、

l

沿内路径
; ’

( AE ) 的 J
‘

一 s‘u 、
,

l
) d

s =
[ A

一

」
一

[ A
+

]
.

值为

(3 4 )
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「
、 _

K孔

J
:
(, : , (蜘

1 一 5 :一
,

1 )‘占 = 0
·

, 3 9
亩

.

(3 5 )

由于 J
’

值与路径无关
,

则有

鹉
0

.

3 39 一分 = IA
一

1 一 IA 中 l
。

乙
(3 6 )

方程 (3 6) 提供了所谓的
“

材料力
”

与应力强度因子之间的准确关系式
,

应用方程 (3 6) 可以

求解对称情况下有限宽板 (梁 )的 工型应力强度因子
.

3 应力强度因子的计算

3
.

, 梁边裂纹受弯矩作用

如图 5 所示
,

梁中边裂纹在弯矩作用下的情况
,

设厚度为 b
,

根据(3 6) 式有

.

-
.

-
.

竹月 ~ ~ ~ ~ ~ 叫. 卜

护李
· ”

C

E一D剐义

图 5 梁中边裂纹在弯矩作用下的情况

倒倒
一

夕夕夕夕夕夕夕
.....

尤卜 本文文文

.....

喃尸文〔6 ]]]]]

了了了
产产尹尸尸

趁9/ -目吧。遥

圈 6 带椭圆切橄的梁 圈 7 梁中边裂纹在奄矩作用 下无 , 纲的应力强

度因子随无 t 纲的裂纹长度的变化规律

K界
0

.

3 3 9 一育
~

==

乙
[ A

一

]
一
〔A

+

]
二

李(少
、 -

O
协

, 一

)M
.

(3 7 )

且有

M
,

bh3

尹
’ 一 二 不不

, , = 下
.

不
。

乙 1 1 ‘

而有裂纹中性轴上 的 少
+

可从文献〔3」中得到如图 6

为结果
.

(3 8 )

所示用椭圆边界的平均值的极限作

势
, · 二 lim 兴{

d ~ 0 ‘ 6 J

少(x) dx
二

欺贰
d

箫
1

(:), (3 9 )
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且有

且有

则有

I a \ f, d 君

了 11
~

厂
~

! 二 !

—
一

.

二一下二二
二二二二二咨二一二

。

\ n / J 门 了 1 _ L 一 I / f l ‘ Z 、 、J
一 、 i 一 “I杏 丫 、 i 一 ‘ / /

(4 0 )

将方程(3 8 )
、

(3 9 )
、

(4 0 )代人方程 (3 7 )有

K 工 =

黝(分)
,

,
(会)

= 。
.

9 9 3

丫
〔, 1

(贵)
一 l」

.

(4 1 )

(4 2 )

因为困

一
_ 6M 厂石

勺
二 户“ 甲 “ “ “ 户

丽
万可

兀
万

,

汀别
= ; 、

砰
.

、 I ‘ 1 Y l‘

由方程 (4 2) 和(43) 分别得到不同

比较于图 7 中
.

(4 3 )

a / h 值分别对应于本文和〔6〕的 f(
a / h) 结果

,

并列人表 l 和

表 1 梁中边裂纹在弯矩作用 下
,

无 , 纲的应 力强度因子与文【6] 结果的比较
---

一~ 卜迁
/ hhh 0 lll 0

.

222 0 333 0
.

444 0
.

555 0
.

666 0
.

777 0
.

888

lll ( a / h ) ~ ~ ~ ~ ~~~~~~~~~~~~~~~~~~~

本本 文文 0
.

5 1777 0
.

8 1555 1
.

1 3000 1 5 jooo 2
.

0 1999 2
.

7州〕〕 3
.

9 7555 6
.

50 333

文文仁6〕〕 0
.

58 555 0
.

8 3555 1
.

砚哭洲))) 1
.

4 0 吕吕 1
.

87 333 2 62 222 3
.

86 匕匕 5 9 1333

刀
一- ~ ~ - . 卜

龙2

州一呀一于
E t , 、 , ,

一
·

一一~ - . , 一
·

- -
·

一
、 B

图 8

3
.

2 梁中裂纹在均匀受拉伸作用

梁中裂纹在均匀拉力作用 下的情况

梁中心裂纹在轴向拉力作用下如图 8 所示
,

根据

对称性取 1 / 4 部分计算
,

从方程 (3 6) 式有

0‘JL0.

之\�狱之工Vq

_

K孔
0

.

33 9 ‘; 二

也

、,、少,7

4心」44
Z‘、了吸、丝 (君

Z b
、
一 ‘ ’

仁A
一

」
一
〔A

十

一 : 动 )
,

且有

N
u ‘

,

2 二

厕
,

A “ 艺九b
·

仁仁互与与与与与与与
----- O 一本文文文

,,, 心一 文〔6 ]]]]]

了了Z
’’

厂厂广
---

同理
,

时
,

: 的计算与( 39 )式的方法相同
. 。 / h

‘幻
二

\i---rs 贰
d

反玄2 ( x ) d x = 图 9 在均匀拉力作用下无 t 纲

的应 力强度 因子随无 t 纲

的裂纹长度变化的规律
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欺粼
N d x

一 d

翻 (l 一 a 人
一 ’

丫(l 一 (二 / ‘)2 )

N l a 、
二

厕狱 万)
· (4 6 )

且有

、.声、、J产
,
召

844
了
‘、
J矛.、

, 2

{孚)
二

(
,
一一一一高匕一

—
d ‘

.

一 、 n 1 J O I 一 _ L 一 l / 1 1 ‘2 、 \
、 i 一 u , ‘ V 、 i we ‘ 2 /

将方程 (4 5 )
、

(4 6 )
、

(4 7 )代入方程 (科 )有

K l =

奈(芳)
,

同理有

(4 9 )

毛

、,...刀万, ‘、龟.护J了

旦

h

= 。
·

8 5 9

丫
〔, 2

(劳)
一 1」

.

旦

h

=

粤F
‘

靡
.

艺
‘

V 九

由方程 (4 9 )和(50 )得到不同 (a / h )

比较于图 9 中
.

(5 0 )

值分别对应于本文和文【6〕f(
a / h) 的结果

,

并列人表 2 和

J矛....、、亨产.,砚、

表 2 梁中裂纹在均匀拉力作用下无t 纲 的应 力强度 因子与文 【61 结果的比较

〕〕渝烈牡牡
0

.

111 0
.

222 0
.

333 0
.

444 0
.

555 0
.

666 0
.

777 0
,

888

本本文文 0
.

26 888 0
.

36 555 0
.

47 888 0
.

5 6888 0
.

70 777 0
.

别777 卫
.

02 333 1 26 777

文文 [6 ]]] 0
.

2 8222 0
.

4以以 0 5 1000 0 6 1666 0
.

73 666 0 88 777 1
.

《刃 666 1
.

4 3333

一一一- . 卜
苏2

甲一}
“

图 10

3
.

3 梁中裂纹受轴向拉伸作用

梁边裂纹受轴向拉力作用下的情况

--- O ~ 本文文

--- 右尸 文[6 ]]]

/////

砍、狱生遥

如图 10 所示梁 中心 裂纹 在轴向拉力作用下
,

且边

裂纹受偏心拉伸作用
,

从方程 (3 6) 式有

K孔
0

·

3 3 9
亩

= LA
一

」一 LA
‘
] 二

一

脆云
: 一 (一 崛去

: 一 M
干

夕
+

) (5 1)

或

。
.

3 39

葱
=

李(、、
, 一 、、 , +

粤少
·

)
.

(52 )
U

‘

一 J z E 一 b
“ ’石 z

“
,
乙 丁 2

‘ 产 ’ 、 “~ 产

同理可以导出

K , =

巡汀习
,

b丫万 \ n z

圈 11 梁边裂纹受轴向拉力作用
,

其

(5 3 ) 无 , 钢的应力强度因子随无

t 纲的裂纹长度的变化规律

式 中的式昔)
为

,
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、、口尹、、产4
�曰工曰、�‘J

了,、、了吸
、

f
(资)

=

{
2

·

7 5 1

{
, 2

(分)
+

3

(分)
’ , ,

(芳)
一 1

]}
‘/ ’ ,

并且 ,
(r)

= F

探
·

由方程 (5 4 )和 (5 5) 得到不同 ( a / 耐 值分别对应于本文和文 〔6」的 f( a / h) 的结果并列人表 3

中
,

比较如图 1 1 所示
.

表 3 梁中裂纹受轴向拉 力作用下无 t 纲的应力强度因子与 文〔6] 结果 的比较

}}} 二介犷之迁迁
0

.

111 0
.

222 一一 0
.

444 0
,

555 0
.

666 0
.

777 0
.

888

本本文文 0
.

5 9555 1
.

06 111 1
.

6 5999 2
.

4 6 888 3
.

6 5888 5
.

5 8000 8
.

85 666 16
.

0 4444

文文 [6 〕〕 0
.

6 6222 1
.

0吕555 1
.

6 1 111 2
.

3 5 444 3
.

54 222 5
.

5 2 777 吕
.

吕6 000 14
.

29 111

J
‘

积分的偏斜应变能释放率的解释

根据 J 积分的形变功定义
,

l 刁H \
J = 一 ! 二干

~

一 ,
\ ‘少 a l

(5 6 )

式中 : 11 为物体的势能
, a 为裂纹的长度

.

一y
,Q

VW
r

口

l
‘

二+

、

!
矛、

l
了

6 。占
刁u

甘 刁x
( 5 7 )

一一
ddw丐

fr

(。月|行为二能J势

的

即体

物又

。 = 。 一

蛋
。

: U i d ‘ =

、
一

步
。

、‘·‘d ￡ · U F 一

步
。

一“。一 d ‘
·

(5 8 )

将 ( 57 )
、

( 5 8 )式代入 (5 6 )式 比较等式两端得
:

=

步
二

(。
, 一 s ‘

知
,

)
=

=

丁
I

,

(、
d , 一

‘“。知
3

)
=

丈
_

, :

刁H
甲 占 ‘U 、

d s { = 一 - 二一
J

。 . 一 口 a

( 5 9 )

刁
。 _ _

f
一

而 L打 V 一

罗尸
m 占。u ‘““J

口刀、

一 一 刁a
‘

*V了J不」

rl.I
I卫

!l
月Zeewe

j
eewe、

在线弹性范围内
,

即

厂
= ‘
卜

一

{攀 )
.

一 、 口 a ,
(60 )

现证明 (6 0) 式成立证明过程如下
.

(且注意
,

刀
‘

为物体的偏斜势能 )
.

对弹性 (线性或非线性 )二维物体
,

其单位厚度的总偏斜势能为
:

11
一 、

一

手
。

s ‘一 d
一丁{

。

: d一 d

一手
。

“‘一 d ‘

(6 1 )

铸为单位厚度偏斜应变能
,

外 应变能密度
.

D 为物体的表面积
·
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今今
注

’’

△△。 ,,

(
a
) (b )

圈 12

比较图示 12 (a)
、

(b )的两个二维弹性体
,

它们的差别只是裂纹长度相差 △ a .

先研究带圆

弧切口的二维弹性体
,

当切 口圆弧半径趋于零时
,

就变成二维裂纹体了
.

图 12( b) 的物体比图

12 (:
)的物体少 了一块长度为 △a

的阴影面积 △D
,

相应的切 口顶端边界 A’QB’ 记为 几
,

于是

△v,
二
你

一

殊
= 仃

。
〔。‘

D + △D
聆(e ij)d

: ld x : 二

LD

产

l
‘△

{}
_

r件 (
。。 + “‘、)

砂 J D

‘

e 。 + △e。)] d
x l d x : -

一

岭 (e , ) ]d
: , d : : -

畴(e , )d
x l d x : ,

(6 2)

△勺 为图 12( b) 的物体中相应 与图 12 (a) 的物体中同一点处的偏应变分量的增量
,

等式 (6 2 )右

端第一项表示偏应力
,

应变不同引起的变化
,

第二项为 面积减少引起的变化
.

因为
,

△D =

△x :
·

么d
,

又 △。
很小

,

认为在 △D 中外沿
: ;
方向无变化

,

从而 (6 2) 式右端第二项为
:

f「
「
~

, 、 : 」 1 *

r
△ , 2

~
, 、 、 ‘

r , , 、 ,

! ! L 片f气 e ii户」0 x 1 0 x 2 = 。 a ! 片f 、e 奋少a x Z = 。 a l 伴 f、c 奋 / a x Z
·

J J △D
- 一

“ o
一 ’

“
只

-

(6 3 )

为证明(6 0) 式
,

取

、
、了、、产口月�哎曰6

�6
了口‘、了‘、丛

_

a a 一 lim
全兰

品二乙△a

将 (63 )式代人 ( 6 2)
,

再代入 (64 )式得
:

豁
=

万
D

会
d一‘

一丁
:
丐d一

上式右端第二项积分
,

因为在 几 上
,

s
, = 0

,

故写为
,

一

{
_

叩
二2 = 一

f
_

J l几
一

J l几

应用 ( 15 )式和式 ( 7 b )及 S ‘ =

( 6 6 )黔
,

且 d a
沿 d x :

方向
,

故有
;

JUn认了n
.

S

仃
。

铃
d · : d

一丁丁
。

最
(、* ‘二 )‘一‘

一 f
。

“。

一 , nj “ =

步
。

, ‘刁u ;
_

二‘ d s
。

口 a
( 6 7 )

将 (6 7 )
、

( 6 6 )两式代入 (6 5 )式得
:

沙
二 一 ,

· ,

不、
,

d a J
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丽

刁u ;

二‘d s

厂
= 一

华
十

币
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二‘
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一

晶
(v,

一

少
。

、‘一 d 、卜
一

瓷 (6 8 )

‘
花

为偏斜应变能释放率
.

(60 )式得证
.

式 (60 )理解为在具有相同几何外形
,

相同外载和边界约束下
,

具有相近裂纹长度
a
及

a +

△a 的两个试样单位厚度 的偏斜应变位能差率
.

即 J
肠

积分在线弹性情况下解释为偏斜应变

能释放率
.

5 结 语

本文提出偏斜应变能的 J
’

积分概念
,

揭示了塑性材料中的裂纹扩展 的真实原 因是由手

偏斜应变能释放率的驱动
,

用 J
’

积分换算得 出的 K l 与文【6〕的结果 吻合得较好
.

并 与文

【3〕结果十分接近
.

同时本文给出了 J
’

积分在线弹性情况下的偏斜应变能释放率的定义
.
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