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摘要 :  给出了带 Dirichlet边界条件、Neumann边界条件和周期边界条件的 Duffing型方程组的两点

边界值问题的解的几个存在性定理# 
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引   言

在[ 1]中,沈祖和在一组相当广泛的条件下研究了下列常微分方程组( 1)唯一的 2P_周期解

的存在性,获得了一个存在和唯一性定理# 

  ud( t ) + G̈ ( u( t ) ) = p ( t ) , (1)

这里 G: R
n y R 有连续的二阶偏导数, p : R y R

n 是连续的、2P_周期的# 

在[ 2]中, 在一组类似于[ 1]中沈祖和的定理的条件下, 吴广荣等研究了下列常微分方程

组( 2)唯一的 2P_周期解的存在性, 获得了一个相应结果# 

  ud( t ) + Auc( t ) + G̈( u) = f ( t ) , (2)

这里 G : R
n y R有连续的二阶偏导数, A是常对称矩阵, f : R y R

n是以2P为周期的连续函

数# 

本文研究下列常微分方程组两点边界值问题的解的存在性:

  
ud( t ) + G̈ ( u( t ) ) = f ( t ) ,

uc(0) = uc( P) = 0;
(3)

  
ud( t ) + Auc( t ) + G̈( u ( t ) ) = f ( t ) ,

u(0) = u( P) = 0;
(4)

和

  
ud( t ) + Auc( t ) + G̈( u ( t ) ) = f ( t ) ,

u(0) = u(2P) , uc(0) = uc(2P) ;
(5)

这里 G、A 和f 如(2) 中所述# 

我们叙述一个在我们的工作中要用到的定理,这个定理的证明见[ 3, p. 822,定理 211]# 

875

 应用数学和力学,第 21 卷 第 8期( 2000年 8 月)

  Applied Mathemat ics and Mechanics            应用数学和力学编委会编重 庆 出 版 社 出 版  

X 收稿日期:  1999_03_05; 修订日期:  2000_03_19

作者简介:  黄文华( 1947) ) ,男, 副教授.



定理 1  设H 是实Hilbert空间, X 和 Y是H 的两个闭子空间且H = X © Y,T :H y H 是

C
1 映照# 假定存在两个连续函数

  A: [ 0, + ] ) y (0, + ] ) , B: [ 0, + ] ) y (0, + ] )

使得对 Pu I H , Px I X , Py I Y,

  Q
+ ]

0
min A( s ) , B( s) d s = + ] ,

  3T c( u ) x , x4 [ - A( + u +) +x +2
,

  3T c( u ) y , y4 \ B( + u +) +y +2
,

且

  3T c( u ) x , y4 = 3x , T c( u) y4,

那么, T 是一个从 H 到H 上的微分同胚# 

1  关于两点边界值问题的几个结果

现在,我们研究问题( 3)、( 4)和( 5)的解的存在性# 先考虑问题( 3)# 

设 G : R
n y R属于C

2
, f : R y R

n
是一连续函数, A是一个常对称矩阵# 分别记(#, #) 和

|#| 为欧几里德内积和 R
n 中的范数# 

设 e1, e2, ,, en 是满足下列条件的向量:

对 u I R
n

  D2G( u ) ei = Ci ( u) ei , ( ei , ej ) =
1,   i = j ,

0,   i X j ,
( i , j = 1, 2, ,, n ) ,

这里 D2G( u ) 记 G 在u I R
n 的Hessian矩阵, Ci ( u) ( i = 1, 2, ,, n) 是 D2G( u) 的特征值,且

存在正整数N i ( i = 1, 2, ,, n) , 使得对于 Pu I R
n
, Ci ( u) 满足如下不等式:

  N
2
i < Ci ( u ) < (N i + 1) 2# (6)

对( 6)中的 N i和 Ci ( u) ,记

  N( + u +) = min
+ v+ [ + u+

[ min
1 [ i [ n

( Ci ( v) - N
2
i ) ] , (7)

  G( +u +) = min
+v + [ + u+

[ min
1 [ i [ n

( (N i + 1) 2- Ci ( v) ) ]# (8)

显然, N: [ 0, + ] ) y (0, + ] ) , G: [ 0, + ] ) y (0, + ] ) 是两个连续的非增函数# 

现在,我们证明下列关于问题( 3)的定理:

定理 2  假设( 6)式与条件

  Q
]

0
min N( s ) , G( s) ds = + ] (9)

同时成立,这里 N、G如(7) 和(8) 所定义,那末, 问题(3) 有唯一解# 

证  定义

  U = u | u( t ) I C
2
( [ 0,P] , Rn) , uc(0) = uc(P) = 0,

u( t ) 是绝对连续的且满足Q
P

0
| uc( t ) | 2dt < + ] # 

那末, U关于下列内积是一个实Hilbert空间,

  3u, v4= Q
P

0
[ ( uc, vc) + ( u , v ) ] dt ,
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由这一内积诱导的范数记为 + # +U # 

定义 U的子空间X 和Y 如下:

  X = x x ( t ) = E
n

i= 1

x i ( t ) ei , xi ( t ) =
ai 0
2
+ E

N
i

j= 1

a ij cosj t ,

aij I R , j = 1, 2, ,, N i , i = 1, 2, ,, n , (10)

  Y = y y ( t ) = E
n

i= 1

yi ( t ) ei , yi ( t ) = E
]

j= N
i
+ 1

aij cosjt ,

a ij I R , j = N i + 1, N i + 2, ,, i = 1, 2, ,, n , (11)

这里 N i ( i = 1, 2, ,, n) 即(6) 中的 N i ,级数 yi ( t ) 与由(11) 式逐项微分以后得到的级数都在

R 上一致收敛# 显然, X 和Y是满足U = X © Y的U的两个闭子空间,而且对 x I X , y I Y,

下列不等式成立:

  Q
P

0
( xc( t ) , xc( t ) )dt [ E

n

i= 1

N
2
iQ
P

0
x
2
i ( t )dt , (12)

  Q
P

0
( yc( t ) , yc( t ) )dt \ E

n

i= 1

(N i + 1) 2Q
P

0
y
2
i ( t )dt# (13)

利用 Riesz表现定理,由下式定义一个映射T : U y U

  3T ( u) , v4= Q
P

0
[ ( uc, vc) - ( G̈( u) , v ) ] dt ,   Pv I U# (14)

由( 14)式及 G 属于C
2的事实,可以证明T 是 C

1的且

  3T c( u)w , v4= Q
P

0
[ ( vc, wc) - (D2G ( u)w , v ) ] dt ,   Pw , v , u I U# (15)

再利用Riesz表现定理,设 d 是 U中唯一元素使得

  3d, v4= - Q
P

0
( f ( t ) , v ( t ) )dt ,   Pv I U# (16)

可以证明 u 是问题(3) 的解当且仅当 u 满足算子方程

  T ( u) = d# (17)

下面,我们证明T 满足定理 1的条件# 

设 x I X , y I Y, u 是U中任意元素, 我们有

  3T c( u) x , y4= Q
P

0
[ ( yc, xc) - (D2G ( u) x , y ) ] dt =

Q
P

0
[ ( xc, yc) - ( x , D2G( u ) y ) ] dt =

3x ,T c( u) y4# 

对( 6)式中的 N i ( i = 1, 2, ,, n) , 记Nn = max
1 [ i [ n

N i# 由(15)、(12)、(13)、(7) 及(8) ,对 Px

I X , Py I Y, P u I U, Pv I U,我们有

  3T c( u) x , x4= Q
P

0
[ ( xc, xc) - (D2G ( u) x , x ) ] dt [

E
n

i = 1
Q
P

0
(N

2
i - Ci ( u) ) x

2
idt [

- min
+v +

U
[ + u+

U

[ min
1[ i [ n

( Ci ( v ) - N
2
i ) ]Q

P

0
( x , x )dt [
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-
1

N
2
n + 1

min
+v +

U
[ +u+

U

[ min
1 [ i [ n

( Ci ( v) - N
2
i ) ] @

Q
P

0
[ ( xc, xc) + ( x , x ) ] dt =

-
N( + u +U)

N
2
n+ 1

+x +2
U# 

及

  3T c( u) y , y4= Q
P

0
[ ( yc, yc) - (D2G ( u) y , y ) ] dt \

E
n

i = 1
Q
P

0
1 -

Ci ( u)

(N i + 1)
2 yc2idt =

E
n

i = 1
Q
P

0

(N i + 1) 2- Ci ( u)
(N i + 1) 2+ 1

1 +
1

(N i + 1) 2
y

c2
i dt \

1

(Nn + 1) 2+ 1
min

+ v +
U

[ +u +
U

[ min
1 [ i [ n

( (N i + 1) 2- Ci ( v) ) ] @

Q
P

0
[ ( yc, yc) + ( y , y ) ] dt =

G( +u +U)

(Nn + 1)
2
+ 1

+y +2
U# 

由( 9)式及 N: [ 0, + ] ) y (0, + ] ) , G: [ 0, + ] ) y (0, + ] ) 非增的事实, 可以证明

  Q
P

0
min

N( s )
N
2
n + 1

,
G( s )

(Nn+ 1)
2
+ 1

ds = + ]

及 N( s) / [ N
2
n + 1] 和 G( s) / [ (Nn+ 1)

2
+ 1] 非增# 由定理1可知(17) 有唯一解 v 0 I U,这意

味着问题(3) 有唯一解 v 0 I U# 这就完成了定理2的证明# 

下面,我们考虑问题( 4)和( 5)# 

定义一Hilbert空间 V,在 V 上定义与U上相同的内积:

  V = u | u( t ) I C
2
( [ 0,P] , R

n
) , u(0) = u(P) = 0,

u( t ) 是绝对连续的且满足Q
P

0
| uc( t ) | 2dt < + ] ,

再定义 V 的子空间X * 和 Y
*
:

  X
*
= x x ( t ) = E

n

i= 1

xi ( t ) ei , x i ( t ) = E
N
i

j= 1

aij sin jt ,

aij I R , j = 1, 2, ,, N i , i = 1, 2, ,, n ,

  Y
*
= y y ( t ) = E

n

i = 1
y i ( t ) ei , yi ( t ) = E

]

j = N
i
+ 1
aij sinjt ,

aij I R, j = N i + 1, N i + 2, ,, i = 1, 2, ,, n , (18)

这里 N i ( i = 1, 2, ,, n ) 即(6) 中的 N i ,级数 yi ( t ) 和由(18) 逐项微分以后得到的级数都在 R

上一致收敛# 

注意到对 v I V,
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  Q
P

0
( Avc, v )dt = 1

2
( Av , v ) |

P
0 = 0# 

类似于定理2的证明,可以证明关于问题( 4)的下列定理:

定理 3  假设对于所有 u I V, t I [ 0,P] , ( 6)和( 9)同时成立,那末,问题( 4)有唯一解# 

类似地,定义一Hilbert空间 W:

  W = u u( t ) I C
2
( [ 0, 2P] , Rn) , u( 0) = u (2P) , uc(0) = uc(2P) ,

       u( t ) 是绝对连续的且满足Q
2P

0
| uc( t ) | 2dt < + ] # 

W 上的内积为

  3u, v4= Q
2P

0
[ ( uc, vc) + ( u , v ) ] dt # 

定义 W的子空间�X 和�Y:

  

�X = x x ( t ) = E
n

i= 1
x i ( t ) ei , xi ( t ) =

a i0
2 + E

N
i

j= 1
( a ij cosjt + bij sinjt ) ,

  aij I R , bij I R , j = 1, 2, ,, N i , i = 1, 2, ,, n ,

�Y = y y ( t ) = E
n

i= 1
yi ( t ) ei , yi ( t ) = E

]

j= N
i
+ 1
( a ij cosj t + bij sinjt ) ,

  aij I R , bij I R , j = N i + 1, N i + 2, ,, i = 1, 2, ,, n ,

(19)

这里 N i ( i = 1, 2, ,, n) 即(6) 式中的 Ni ,级数 yi ( t ) 和对(19) 式逐项微分后得到的级数都在

R 上一致收敛# 

再注意到对 v I W,

  Q
2P

0
( Avc, v )dt = 1

2
( Av , v ) |

2P
0 = 0# 

可以证明关于问题( 5)的下列定理:

定理 4  假设对一切 u I W, t I [ 0, 2P] , (6) 式和(9) 式同时成立, 那末, 问题(5) 有唯一

解# 

问题( 5)对于 A = 0时的解的存在性和唯一性已由沈祖和[ 1] 证明# 

利用类似技巧我们还能证明下列

定理 5  如果下列条件( C1)和( C2)同时满足, 问题( 3)、( 4)和( 5)分别有唯一解:

( C1) 存在一整数N > 0使得对于 u I R
n
, t I [ 0,P] (对问题(5) , t I [ 0, 2P] ) ,

  N
2
< Ci (D

2
G ( u) ) < (N + 1)

2
,   i = 1, 2, ,, n;

( C2) 记

  A( +u +) = min
+v + [ + u+

[ min
1 [ i [ n

( Ci (D
2
G( v ) ) - N

2
) ] ,

  B( +u +) = min
+ v + [ +u +

[ min
1[ i [ n

( (N + 1) 2- Ci (D
2
G ( v ) ) ) ] ,

A和B满足

  Q
+ ]

0
min A( s ) , B( s) d s = + ] ,

这里 Ci (D
2
G( u) ) 记 G 在u I R

n 点的Hessian矩阵的特征值# 
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