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自治时滞微分方程的线性化振动性
X
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摘要:  研究了非线性时滞微分方程

  xc( t ) + E
m

i= 1

f i( x ( t - S1) , ,, x ( t - Sm) ) = 0

的线性化振动性# 
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引   言

考虑非线性自治时滞微分方程

  xc( t ) + E
m

i = 1
p if i ( x ( t - Si ) ) = 0, (1)

和

  xc( t ) + E
m

i = 1

p ix ( t - Si ) = 0, (2)

其中, pi I (0, ] ) , Si I [ 0, ] ) , f i I C ( R , R) , i = 1, ,, m # 

文[ 1]研究了方程( 1)的线性化振动性, 并证明了:如果下列条件成立

H1) uf i ( u ) > 0( u X 0) 且lim
u y0

f i ( u)

u
= 1( i = 1, ,, m) ;

H2) 存在 D> 0使得

  或者  f i ( u ) [ u , u I [ 0, D) ,

  或者  f i ( u ) \ u , u I [ 0, D) , ( i = 1, ,, m) # 

那么,方程( 1)振动的充分必要条件是方程( 2)振动# 

在文[ 2]中, 张炳根指出:条件H2)对 u趋于零时, f i ( u) 的变化有限制,并提出这个条件是

否可改进?

文[ 3]曾试图去掉条件H2) ,但未完全成功(见文[ 4] )# 

本文的目的是通过使用一种新技巧研究相当广泛的一类非线性自治时滞微分方程
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  xc( t ) + f ( x ( t - S1) , ,, x ( t - Sm ) ) = 0 (3)

的线性化振动性,其中, f I ( R, R ) , Si I (0, ] ) ( i = 1, ,, m )# 所得结果肯定地回答了张炳

根的问题,并表明在更一般的情况下,H2) 也可去掉# 

如通常一样,微分方程的解称为振动的, 如果它有任意大的零点;否则称为非振动的# 微

分方程称为振动的, 如果它的每一解都是振动的# 

1  主要结果及其证明

本文的主要结果如下:

定理  假设下列条件成立

H) � ) f ( u1, ,, um ) > 0, u1, ,, um > 0,

f ( u1, ,, um ) < 0, u1, ,, um < 0 ,

 � ) 存在常数 p i I (0, ] ) , i = 1, ,, m 使得

  lim
( u

1
, ,, u

m
) y 0

u
i
u
j
> 0, i, j = 1, ,, m

f ( u1, ,, um )

p 1u1 + ,+ pmum
= 1# 

那么,方程( 3)振动的充分必要条件是方程( 2)振动# 

推论  假设 H1)成立, 那么方程( 1)振动的充分必要条件是方程( 2)振动# 

证  令  f ( u1, ,, um ) = p 1f 1( u1) + ,+ p mf m ( um ) , 易知对 u iuj > 0, i , j = 1, ,, m 有

  
f ( u1, ,, um )

p 1u1 + ,+ pmum
- 1 [ E

m

i= 1

f i ( ui )

ui
- 1 # 

因此,H) � )成立# 显然, H) � )也成立# 

为证定理, 首先我们给出如下几个引理# 

引理 1[ 5]  方程( 2)振动的充分必要条件是它的特征方程

  K+ E
m

i= 1
pie

- S
K

i = 0 (4)

没有实根# 

类似于文[ 6]的定理 1的证明易得

引理 2  假设 H)成立# 那么, 若方程( 2)振动, 则方程( 3)也振动# 

引理 3  假设 H)成立,并设方程( 2)不振动,那么,对任意的 E I (0, 1) ,方程

  xc( t ) + ( 1- E) f ( x ( t - S1) , ,, x ( t - Sm ) ) = 0, (3) E

也不振动# 

证  对任意固定的 E I (0, 1) ,由H) 可知存在 D> 0使得

(1- E) E
m

i- 1
piu i < f ( u1, ,, um ) < (1+ E) E

m

i- 1
p iui  ( ui I (0, D) ; i = 1, ,, m ) , (5)

从引理2知方程( 2)的特征方程( 4)有一实根 G,即

  G+ E
m

i= 1
pie

- GS
i = 0# (6)

显然, G< 0, S = max
1 [ i [ m

Si ,设 X 是[ t 0 - S, ] ) 上的的实值有界连续函数全体并赋予上

确界范数所成的 Banach空间# 设 S 是X 中具有下列性质的x ( t ) 所组成的集合# 

a) 对 t \ t 0, x ( t ) 单调不增且对 t I [ t0 - S, t0] , x ( t ) S x 0exp( G( t - t 0) ) ;
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b) x 0exp( G( t - t0) ) [ x ( t ) [ x 0exp(- GS) , t \ t0;

c) x ( t - Si ) [ exp(- GSi ) x ( t ) , t \ t 0, ( i = 1, ,, m )# 

其中, x 0满足 0 < x 0 < Dexp( GS) # 

在 S 上定义映射F 如下

  ( Fx ) ( t ) =

x 0e
G( t- t

0
)  ( t 0 - S [ t [ t 0) ,

x 0exp - (1 - E)Q
t

t
0

f ( x ( s - S1) , ,, x ( s - Sm ) )

x ( s )
ds  ( t > t 0)# 

显然, ( Fx ) ( t ) 是单调减少的连续函数且( Fx ) ( t ) [ x 0exp(- GS)# 

下证 ( Fx ) ( t ) \ x 0exp( G( t - t 0) )# 为此, 由(H) , (5) 和(6) ,对 t \ t0,得

  ( Fx ) ( t ) = x 0exp - (1 - E)Q
t

t
0

f ( x ( s - S1) , ,, x ( s - Sm ) )

x ( s)
ds \

x 0exp - (1 - E2)Q
t

t
0

p 1x ( s - S1) + ,+ pmx ( x - Sm )

x ( s)
d s \

x 0exp(- (1 - E2) E
m

i= 1
pie

- GS
i( t - t 0) ) \

x 0exp( G( t - t 0) )# 

又由H) , ( 5)和( 6) ,对每一 k = 1, ,, m, t \ t 0有

  
( Fx ) ( t - Sk )

( Fx ) ( t )
= exp (1 - E)Q

t

t- S
k

f ( x ( x - S1) , ,, x ( s - Sm ) )

x ( s)
ds [

exp (1 - E2) E
m

i= 1

piQ
t

t- S
k

x ( s - Si )

x ( s )
ds [

exp( (1 - E2) E
m

i= 1
Skpie

- GS
i ) =

exp(- (1- E2) GSk) [

exp(- GSk)# 

于是,已证得了 FS A S # 

明显地,集合 S 是非空(因 x 0exp( G( t - t 0) I S ) ,闭和凸的# 

为证 FS 在X 中相对紧,只要证 d[ ( Fx ) ( t ) ] / dt 一致有界即可# 事实上,

  d
dt

[ ( Fx ) ( t ) ] = - (1 - E)
f ( x ( t - S1) , ,, x ( t - Sm ) )

x ( t )
( Fx ) ( t )# 

由上式及( 5)和( 6) ,有

  d
dt

[ ( Fx ) ( t ) ] = (1 - E)
f ( x ( t - S1) , ,, x ( t - Sm ) )

x ( t )
( Fx ) ( t ) [

x0(1 - E
2
) E

m

i= 1
pi

x ( t - Si )

x ( t )
e

- GS
<

x0( E
m

i= 1
p ie

- GS
i ) e

- GS
=

- x 0Ge
- GS# 

至此,我们已证得 F 满足 Shander 不动点定理的所有条件, 故 F 有不动点 xE I S 使得FxE

= xE# 显然, xE是方程(3) E使得 xE( t 0) = x 0的最终正解# 

由文[ 7]的引理 2我们有
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引理 4[ 7]  设 M 是R 的开子集, 假设对每一 i = 1, ,, m 和每一固定的 L I M, 函数

pi ( #, L) 和 Si ( #, L) 在[ t0, ] ) 上非负连续,且

  lim
t y ]

[ t - Si ( t , L) ] = ] # 

又假设对每一 i = 1, ,, m 和固定的t \ t 0,函数 pi ( t , #) 和 Si ( t , #) 在 M上连续,设 N 是使

得方程

  xc( t ) + E
m

i = 1
p i ( t , L) x ( t - Si ( t , L) ) = 0

振动的所有 L I M 的集合,那么 N 是一个开集# 

引理 5  假设 H)成立,那么存在 E0 I (0, 1) 使当 E I (0, E0) 时,方程(3) E振动的充分必

要条件是方程

  xc( t ) + ( 1- E) E
m

i= 1
pix ( t - Si ) = 0 (2) E

振动# 

证  对每一 EI (0, 1) , 若方程( 2) E振动, 则由引理2知方程(3) E也振动# 其次, 对每一

E I (0, 1) ,若方程(3) E振动, 则由引理 3易知方程(2) 也振动# 从而由引理 4可知存在 E0 I

(0, 1) 使得对每一 E I (0, E0) 方程(2) E也振动# 

定理的证明  考虑方程
  xc( t ) + Af ( x ( t - S1) , ,, x ( t - Sm ) ) = 0, (7)

和

  xc( t ) + AE
m

i= 1

pix ( x - Si ) = 0, (8)

其中 A为参数,由引理 5知对任意的 A I [ 1, 2] 均存在 E( A) I (0, 1) 使当 E I (0, E( A) ) 时,

方程

  xc( t ) + ( 1- E) Af ( x ( t - S1) , ,, x ( t - Sm ) ) = 0

振动的充分必要条件是方程

  xc( t ) + ( 1- E) AE
m

i= 1
p i ( t - Si ) = 0

振动# 故易知当 A I [ 1, 2) 时, 方程(7) 振动的充分必要条件是方程(8) 振动# 

附   录

引理 2的证明  若不然,方程( 3)有非振动解 x ( t)# 假设 x ( t) 是最终正解,对 x ( t ) 是最终负解的情形可

类似证明# 故略# 

选取 t1 \ t0使当 t \ t1时, x ( t- Si ) > 0, i = 1, ,, m# 从而,由( 1) 知当 t \ t1时, x ( t) 单减,故lim
t y0

x ( t)

= l I [ 0, ] ) 存在# 我们断言 l = 0# 否则, l > 0# 由 f 的性质易知, 存在 R > 0 使当 | u i - l | < R, i =

1, ,, m 时,

  | f ( u1, ,, um) >
1
2

f ( l , ,, l ) > 0# 

再选取 t 2 > t1 使当 t \ t2 时,对 i = 1, ,, m,

  x ( t - Si) - l < D# 

于是,从 t2 到 ] 积分(3) 的两边得

  0 = l - x ( t2) + Q
]

t
2

f ( x ( t - S1) , ,, x ( t - Sm) ) dt >
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l - x ( t2) +
1
2Q

]

t
2

f ( l , ,, l )dt# 

此为矛盾# 故 l = 0

令

  qi( t ) = pi

f ( x ( t - S1) , ,, x ( t - Sm) )

p 1x ( t - S1) + , + p mx ( t - Sm)
,

则由假设知 qi( t ) > 0,且

  lim
t y ]

p i

qi ( t)
= 1, i = 1, ,, m# 

注意到 x ( t ) 是方程

  yc( t ) + E
m

i= 1

qi ( t) y ( t - Si ) = 0

的一个非振动解,由文[ 7]的定理 1 知方程( 2)有非振动解# 矛盾# 
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Linearized Oscillations for Autonomous

Delay Differential Equations

Li Yongkun

( Depa rtm ent of Mathema tics , Yunn an Univ er sity , Kunmin g 650091, P R China )

Abstract: The linearized oscillations of the nonlinear autonomous delay differential equation

  xc( t ) + E
m

i= 1

f i( x ( t - S1) , ,, x ( t - Sm) ) = 0

are studied.

Key words: delay differential equation; oscillation; nonoscillation
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