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摘要 :  对终端为无界停时的带跳倒向随机微分方程, 在非李氏条件下证得了解的存在唯一性# 

推导出这类方程解的若干收敛定理与解对参数的连续依赖性, 还得到了关于拟线性随圆型偏微分

积分方程解的概率表示# 
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众所周知, 倒向随机微分方程的解在金融市场中有着重要的应用[ 1]# 对终端为无界停时

S的连续倒向随机微分方程, 在李氏条件下, 当终端满足 E | N| 2eK ( SCT ) [ c0 < ] , P0 [ T

< ] 或 N= 0时, 参考文献[ 2]、[ 3] 已分别进行了讨论, 得到了在适当的空间中解的存在唯

一性# 本文是在带跳的情形, 分别在 E | N| 2 < ] 及 E | N| 2eK( SCT) [ c0< ] , P0 [ T <

] 的假设下, 并且在非李氏条件下, 得到了解的存在唯一性, 所得结果蕴含了[ 2]、[ 3] 的情

形# 然后,结合用参考文献[ 4] 的方法,讨论了这类方程解的几个收敛定理,以及解对参数的

连续依赖性# 最后,还得到了关于拟线性椭圆型偏微分方程解的概率表示# (顺便指出,文献

[ 5] 与[ 6] ,也讨论了终端为停时之连续倒向随机微分方程的求解问题# 我们这里除了方程带

跳之外,假设条件与讨论方法等都是与之不同的# )

1  解的存在唯一性

考虑如下的带跳倒向随机微分方程,这里的 S是可取+ ] 的无界停时:

  x t = X + Q
S

t CS
b ( s , xs , qs, p s, X) ds - Q

S

tC S
qsdWs -

Q
S

t CSQZ
ps ( z ) �N k (ds, dz ) ,   t \ 0, (1)
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其中 Wt是一 r_维标准布郎运动, k(#) 是一Poisson点过程,取值于可测空间( Z , B( Z) ) , N k(ds ,

dz ) 是由 k (#) 定义的Poisson计数测度,其补偿元为 0(dz )ds , �N k(ds, dz ) 是一鞅测度,由

  �N k(ds , dz ) = N k( ds, dz ) - 0(dz )ds

定义的# 0(#) 是一 B ( Z) 上的 R_有限测度, S为可取+ ] 的无界停时, X 是FS_可测 R
d
_值

的随机变量,而此处的 F t 是由Ws , s [ t 和

  N k( (0, s] , U) ,   s [ t , U I B ( Z)

所生成的完备的 R_代数# 

先引进一些记号:

设 F
2, K
k , ( F

t
) (0, S; R

d
) 为 Ft_可料 R

d
_值的过程f ( t , z , X) 的集合,且满足:

  EQ
S

0QZ
eKt | f ( t , z , X) |

2 0 (dz ) dt < ] ,

其中 K 是某一给定的常数# 

设

  L
2, K
( F

t
) (0, S; R

d
) = f ( t , X) : EQ

S

0
eKt | f ( t , X) |

2dt < ] ,

其中 f ( t , X) 是 Rd
_值F t_适应的 ,

  L
2, K
( F

t
) (0, S; R

d á r
) = f ( t , X) : EQ

S

0
eKt +f ( t , X) +2d t < ] ,

其中 +f +是矩阵 f I Rd á r 的模,

  L
2
0 (# ) ( R

d
) = f ( z ) : +f + = QZ

| f ( z ) |
2 0(dz )

1/ 2

< ] # 

记H
2, K

= L
2, K
( F

t
) (0, S; R

d
) @ L

2, K
( F

t
) (0, S; R

d á r
) @ F

2, K
k , ( F

t
) (0, S; R

d
)# 

定义 111  ( xt , qt , pt ) 称为方程(1) 在H
2, K 中的解,若

1) ( xt , qt , pt ) I H
2, K

;

2) ( xt , qt , pt ) 满足方程(1) # 

我们定义解的唯一性:

定义 112  若方程( 1)在 H
2, K
中任意的两个解( xt , qt , p t ) 与( x

1
t , q

1
t , p

1
t ) ,满足

  EQ
S

0
| xt - x

1
t |

2eKtdt = 0, EQ
S

0
+qt - q

1
t +2eKtdt = 0,

  EQ
S

0
+p t - p

1
t + 2

eKtdt = 0,

则称方程( 1)在H
2, K
中至多只有唯一解# 

下面讨论方程( 1)解的存在与唯一性:

111  S S+ ] 的情形
在此情形下,因为我们只在空间 H

2, K 中讨论解的存在唯一性,故为简单起见,将此空间的

符号省略# 

假设方程( 1)具备以下条件:

(H1) b( t , 0, 0, 0, X) S 0, t \0;

(H2) | b( t , x , q1, p 1, X) - b ( t , x , q2, p 2, X) | [ c0+ q1- q2 + + c
c
0 +p 1- p 2 + ,

其中 c
c
0, c0 \ 0均为常数;

(H3) 3b( t , x 1, q, p , X) - b ( t , x 2, q , p , X) , x 1- x 24 [ - L | x 1- x 2 |
2
;
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(H4) D ¦ K + 2L- 2c20- 2cc20 > 0# 

注 1 条件( H2)与( H3)比李氏条件弱# 事实上,若我们取

  b( t , x , q , p , X) = -
x

| x |
AI x X 0,   0 < A< 1,

则 b 不满足李氏条件,但 b 满足

  3b ( t, x 1) - b( t , x 2) , x 1- x 24 [ 0,

故 b 满足条件(H2) 与( H3) , 其中常数 L [ 0# 

注 2 当方程( 1)不带跳,条件( H4)可简化为:

  D ¦ K + 2L- 2c20 > 0# 

考虑如下形式的倒向随机微分方程:

  x t = Q
]

t
( b ( s, xs , qs, p s, X) + Us ( X) )ds - Q

]

t
qs dWs -

Q
]

tQZ
ps ( z ) �N k (ds, dz )   t \ 0, (2)

其中 Ut I L
2, K
F
t
( [ 0, ] ) ; Rd

) 是给定的# 

我们有下面的估计:

引理111  假设( H1)至( H4)成立,若 ( x
1
t , q

1
t , p

1
t ) 与( x

2
t , q

2
t , p

2
t )为方程(2) 分别对应于 U1t、

U2t的解,则我们有下面的不等式: 对任意的 t \0,

| x
1
t - x

2
t |

2
+

1
2
E
F
tQ

]

t
D| x

1
s - x

2
s |

2
+ +q

1
s - q

2
s +2

+ +p
1
s - p

2
s + 2

eKsds [

    2
DE

F
tQ

]

t
| U

1
s - U

2
s |

2
e
Ks
ds , (3)

其中 D> 0,如(H4) 定义, E
F
t( X ) = E (X | F t ) # 

因此,由( 3)推知,若方程( 2)有解存在,则必唯一; 进一步,当 Ut S 0, 则(2) 只有零解(0, 0,

0)# 由此,又可得,

sup
0 [ t

E | x t |
2 [ �k 0 < ] , (4)

其中�k 0 \ 0是一常数,只与 K , D> 0及 U有关# 

证明  对 | x
1
s- x

2
s | eKs 在 s I [ t , ] ) 应用 Itô 公式,可得:

| x
1
t - x

2
t |

2
+ E

F
tQ

]

t
[ K | x

1
s - x

2
s |

2
+ +q

1
s - q

2
s +2

+ +p
1
s - p

2
s + 2

] e
Ks
ds [

    E
F
tQ

]

t
23b ( s, x 1

s , q
1
s, p

1
s ) - b( s , x

2
s, q

2
s , p

2
s) + U

1
s - U

2
s, x

1
s - x

2
s4eKsd s [

    E
F
tQ

]

t
2 - L | x

1
s - x

2
s |

2
+ | x

1
s- x

2
s | [ c0+ q

1
s- q

2
s + +

    c
c
0 +p

1
s- p

2
s + + | U1s- U2s | ] e

Ks
ds [

    E
F
tQ

]

t
2(- L+ c

2
0+ cc20) +

D
2

| x
1
s- x

2
s |

2
+

    1
2
( +q

1
s- q

2
s +2

+ +p
1
s - p

2
s + 2

) +

    2
D
| U2s - U2s |

2 eKsds# 

将上面的不等式右边第一、第二部分移项,可得:
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| x
1
t - x

2
t |

2
+

1
2
E
F
tQ

]

t
[ D| x

1
s - x

2
s |

2
+ +q

1
s - q

2
s +2

+ +p
1
s - p

2
s + 2

] eKsds [

    2
D
E

F
tQ

]

t
| U1s - U2s |

2eKsds# t

以下先证方程( 2)的解在李氏条件下的存在性与唯一性:

定理 111  设前面的条件(H1)至( H4)均成立, 且满足:

  | b( t , x 1, q, p , X) - b ( t , x 2, q , p , X) | [ c1 | x1 - x2 | ,

其中 c1 \ 0是常数; Ut I L
2, K
( F

t
) ( [ 0, ] ) ; Rd

) 且 K \ 0,则方程(2) 存在唯一解( xt , qt , p t ) , 且

  sup
0 [ t

E | xt |
2
< ] # 

证明  唯一性由估计式( 3)便可得出,下证存在性:

令 U
n
s S I [ 0, n] ( s) Us, n = 1, 2, 3, ,,易知

  EQ
]

0
| Uns - Us |

2eKsd s y 0,   n y ] # 

对 n = 1, 2, 3, ,,由参考文献[ 4] 知存在唯一解( x
n
t , q

n
t , p

n
t ) ,满足下面的倒向随机微分方程:

  x
n
t = Q

n

tC n
( b ( s, x

n
s , q

n
s , p

n
s , X) + Uns )ds - Q

n

t Cn
q
n
s dWs -

Q
n

tC nQZ
p
n
s ( z ) �N k(d s, dz ) ,   t \ 0# (5)

由(H1)及 Uns 的定义,可将(5) 改写为:

  x
n
t It [ n = Q

]

t
( b( s, x

n
sIs [ n, q

n
sIs [ n , p

n
sIs [ n , X) + UnsIs [ n)ds -

Q
]

t
q
n
sIs [ n dWs - Q

]

tQZ
p
n
s ( z ) Is [ n�N k(ds , dz )# (6)

由于

  EQ
n+ m

n
| Us |

2eKs ds y 0,   n y ] ,

故由估计式( 3)知 ( x
n
t It [ n, q

n
t It [ n , p

n
t I t [ n) 是 H

2, K
中的 Cauchy_序列# 故存在( x t , qt , p t ) I

H
2, K

, 使:

  +( x t , qt , p t ) - ( x
n
t It [ n, q

n
t I t [ n, p

n
t It [ n ) +H

2, K y 0,   当 n y ] 时,

由此,在( 6)式中令 n y ] ,即得: ( xt , qt , pt ) 是方程(2) 的解# t

现在讨论( 2)的解在非李氏条件下的存在与唯一性# 

定理 112  设条件(H1)至(H4)对 b 成立,且满足下列条件:

(H5)  b = b1 + b2,

其中 b1 关于 x、q、p 满足李氏条件, 即存在常数 k 0 \ 0,使

  | b1( t , x 1, q1, p 1, X) - b1( t , x 2, q2, p 2, X) | [

      k 0( | x 1- x 2 | + +q1- q2 + + +p 1- p 2 + )

且 b1( t , 0, 0, 0, X) = 0;及 b2( t , x , q, p , X) 是( x , q, p ) I Rd @ Rd á r @ L
2
0(#) ( R

d
) 的连续函

数;且

  | b2( t , x , q, p , X) | [ c( t ) ,

  3x1 - x2, b 2( t , x 1, q, p , X) - b2( t , x 2, q, p , X)4 [ k0 | x 1- x 2 |
2

且 c( t ) \ 0, 满足Q
]

0
c( t ) eKtdt < ] # 
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又设 Ut I L
2, K
(F

t
) ( [ 0, ] ) ; Rd

) , K \ 0, 则方程(2) 存在唯一解( xt , qt , pt )# 

定理 112显然蕴含了定理 111# 为此只需在定理 112中令 b2 S 0# 
证明  定理 112同样可用定理 111的证法, 引用参考文献[ 4]的结果及采用类似[ 4]的讨

论来完成证明# 事实上, 由定理111的证法, 已知:存在 ( xt , qt , pt ) I H
2, K

,使

  +( x t , qt , p t ) - ( x
n
t It [ Sq

n
t It [ S, p

n
t It [ S) +H

2, K y 0,   n y ] # 
由此可取 n 的子列,仍记为 n ,使: dt @ dp a. e. ( t , X) I [ 0, ] ) @ 8,

  x
n
t It [ S( X) y x t ( X) ,   在 Rd 中;

  q
n
t It [ S( X) y qt ( X) ,   在 Rd á r 中;

  p
n
t It [ S( X) y p t ( X) ,   在 L

2
0 (#) ( R

d
) 中;

注意到,

EQ
]

0
| x

n
sI s[ S- x s | d s [ EQ

]

0
| x

n
sIs [ S - xs |

2eKsds
1/ 2

EQ
]

0
e- Ksds

1/ 2

y 0,

当 n y ] 时,

故由李氏条件, 易得:当 n y ] 时

  EQ
]

0
| b1( s , x

n
sIs [ S, q

n
sIs [ S, p

n
sIs [ S, X) - b1( s, xs, qs , p s, X) | ds y 0# 

另外,由于

  | b2 | [ c( t ) , Q
]

0
c( t ) e

Kt
dt < + ] ,

因此,由 b2对( x , q, p ) 为连续并由控制收敛定理,可得:当 n y ] 时

  EQ
]

0
| b2( s , x

n
sIs [ S, q

n
sIs [ S, p

n
sIs [ S, X) - b2( s, xs, qs , p s, X) | ds y 0,

因此,在( 6)式中,令 n y ] ,在 L
1
( 8, F, P ) 中取极限, 便得证: ( xt , qt , pt ) 满足方程(2) # 

112  S为无界停时的情形
引入记号:

  S = f ( t , X) : sup
0 [ t

E | f ( t C S, X) |
2
< ] ,

其中 f ( t , X) 为 F t_适应的;

  H
(0)

= S @ L
2, 0
( F

t
) (0, S; R

d á r
) @ F

2, 0
k , ( F

t
) (0, S; R

d
)# 

定理 113  设(H2)至(H5)成立,且在(H4)中 K \ 0, S为F t_停时, N I FS,且

  E | N| 2 < + ] # 

又设对任意的 (�x t , �qt , �p t ) I H
( 0)

,有
  b ( t , �x t , �q t , �p t ) I L

2, K
( F

t
) (0, S; R

d
) ,

则存在唯一的 ( xt , qt , p t ) I H
( 0)

,使:

  x t = N+ Q
S

t CS
b ( s, xs , qs, p s, X) ds - Q

S

tC S
qsdWs -

Q
S

t CSQZ
ps ( z ) �N k (ds, dz ) ,   t \ 0 (7)

成立# 

注 3 在假设( H5)中, b2 是可以不满足李氏条件的# 见引理 111上面的注 1# 

证明  由鞅表示定理(参考文献[ 7] ) ,知存在唯一的过程 ( Gt , Ft ) ,

  ( Gt , Ft ) I L
2
( F

t
) (0, T ; R

d á r
) @ F

2
k, ( F

t
) (0, T ; R

d
) ,

对任意的 0 [ T < ] , 使

  E[ N| F t ] = EN+ Q
t

0
Gs dWs+ Q

t

0QZ
Fs( z )�N k(ds , dz ) ,   t I [ 0, T ]# (8)

特别有,
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  N= EN+ Q
S

0
GtdWt + Q

S

0QZ
Ft ( z ) �N k (dt , dz )# 

由于 N为平方可积,可知表示式中

  ( Gt , Ft ) I L
2
( F

t
) (0, S; R

d á r
) @ F

2
k, ( F

t
) (0, S; R

d
)# 

由定理112,存在 ( x̂ t , q̂t , p̂ t ) I H
2, K 满足倒向随机微分方程:

x̂ t = Q
]

t
b s , x̂ s+ EN+ Q

s

0
GrI ( r [ S) dWr + Q

s

0QZ
Fr ( z ) I ( r [ S)�N k(dr, dz ) , q̂s +

Gs, p̂ s + Fs, X I( s [ S) ds - Q
]

S
q̂sI ( s [ S) dWs - Q

]

tQZ
p̂s ( z ) I ( s [ S)�N k(ds, dz )# 

令

  

xt = x̂ t + EN+ Q
t

0
GsI ( s [ S) dWs + Q

t

0QZ
Fs ( z ) I ( s [ S)�N k(ds, dz ) ,

qt = q̂ t + Gt ,

p t = p̂ t + Ft ,

(9)

则得:

  x t = EN+ Q
t

0
GsI ( s [ S) dWs + Q

t

0QZ
Fs ( z ) I ( s [ S)�N k (ds, dz ) +

      Q
S

t
b ( s, xs , qs , p s, X)ds - Q

S

t
( qs- Gs) dWs-

      Q
S

tQZ
( p s( z ) - Fs( z ) ) �N k(d s, dz ) =

      N+ Q
S

t
b ( s, xs , qs, p s, X)d s - Q

S

t
qsdWs -

      Q
S

tQZ
ps ( z ) �N k( ds, dz ) ,   0 [ t [ S# 

由 ( x t , qt , p t ) 与( x̂ t , q̂t , p̂ t ) 的线性关系,可知由后者的唯一性可推出前者的解唯一性# t

值得注意的是, 在定理 112中, 我们只设了 E | N|
2
< ] , 而所得到(7) 的解是属于空间

H
(0)

,并且(7) 带跳,更有甚者,系数可以非李氏连续, 这些都是与彭[ 2]、[ 3] 不同的# 

让我们指出,若设 E | N| 2eK (SCT ) [ c0< ] , P0 [ T < ] ,其中 c0为常数, 则(7) 也可在

空间 H
2, K 中存在唯一解# 因此[ 2] 的相应的结果蕴含在下列定理之中# 

定理 114  设(H2)至(H5)成立,且在(H4)中 K \ 0, S为F t_停时, N I FS,且存在常数 c0

\0,使对任意 0 [ T < + ] , 满足

(H6)  
E | N| 2eK ( SCT ) [ c0 < + ] ,

EQ
S

0
| b( t , 0, 0, 0, X) |

2eKtdt < + ] ,

则( 7)存在唯一解 ( xt , qt , pt ) I H
2, K# 

注 4 同样地, 由假设( H5)知, 系数 b 可以不满足李氏条件# 

证明  在定理 113的证明中,记

  y t = E [ N| F t ] ,

则由 ItÉ公式,对任意 0 [ T < + ] ,据(8) 有

E | yt CS |
2eK( tCS) + KQ

T C S

tC S
eKs | ys |

2ds + Q
T C S

t CS
( + Gs +2

+ +Fs + 2
) eKsds =
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    E eK( TC S)
| yT CS |

2# (10)

由 Jenson不等式,

E eK( TC S)
| yT CS |

2 [ E eK( TC S)
E ( | N| 2 FT CS) = EeK (T C S)

| N| 2 [ c0 < + ] ,

故在( 10)中, 令 T y+ ] ,便得( y t , Gt , Ft ) I H
2, K# 由此及设(H6) 且注意到 b = b1+ b2,便可

得 b( t , yt , Gt , Ft ) I L
2, K
( F

t
) ( R

d
)# 因此,定理 113的证法可以施行# 最后, 再由(9) , 便得( x t ,

qt , pt ) I H
2, K# t

2  根极定理与解对参数的连续依赖性

下面讨论解的极限定理

211  S S+ ] 的情形

定理 211  若 b ( A, t , x , q, p , X) 满足(H1) 至(H4) , 对任意的 A0 I R真(常数可依赖于

A0) ,且:

  l im
AyA

0

sup
( x, q, p, X)Q

]

0
| b ( A, t , x , q , p , X) - b ( A0, t , x , q, p , X) |

2eKtdt = 0# 

记方程( 2)相应于 b ( A, #) 及 U
A
t 的解为

  ( x
A
t , q

A
t , p

A
t ) I H

2, K

且

  EQ
]

0
| UAs - UA0s |

2eKs ds y 0,   A y A0,

则有:

  ( x
A
# , q

A
# , p

A
#) 是 A| y ( x

A
# , q

A
# , p

A
#) I H

2, K 的连续映射 ,

其中 A I R, 并且 lim
Ay A

0

sup
0 [ t

E | x
A
t - x

A
0t |

2
= 0# 

证明  类似于引理 111,对 | x
A
s - x

A
0s |

2eKs 在 s I [ t , ] ) 应用 Itô 公式,可得:

  E | x
A
t - x

A
0t |

2
+ EQ

]

t

D0
2

| x
A
s - x

A
0s |

2
+

1
2
( + q

A
s - q

A
0s +2

+

      +p
A
s - p

A
0s + 2

) eKsds [

      2
D0
EQ

]

t
| U

A
s - U

A
0s |

2
e
Ks
d s + 2EQ

]

t
| x

A
s - x

A
0s | e

Ks #

      | b( A, s , xAs , q
A
s , p

A
s , X) - b( A0, s , x

A
s , q

A
s , p

A
s , X) | ds ,

故

  sup
0 [ t

E | x
A
t - x

A
0t |

2
+ EQ

]

t

D0
4

| x
A
s - x

A
0s |

2
+

1
2
( + q

A
s - q

A
0s +2

+

      +p
A
s - p

A
0s + 2

) e
Ks
ds [

      2
D0
EQ

]

0
| UAs - UA0s |

2eKsd s +
4
D0

sup
( x, q, p, X)Q

]

0
| b ( A, s, x , q, p , X) -

      b ( A0, s , x , q , p , X) |
2eKs ds y 0,   当 A y A0 时,

其中常数 D0 依赖于 A0,是给定的,亦即:

  D0 = K + 2L- 2c20- 2cc20
且
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3b( A0, t , x 1, q, p , X) - b ( A0, t , x 2, q , p , X) , x1 - x24 [ - L | x 1- x 2 |
2
,等# t

定理 212  若 b ( A, t , x , q , p , X)满足(H1)至(H4) , 对 A为一致(即常数 L, c0, c
c
0对 A为一

致) , 且

  | b( A, t , x , q , p , X) | [ k 0( | x | + + q + + +p + ) + c( t ) ,

  l im
AyA

0

b( A, t , x , q , p , X) = b ( A0, t , x , q, p , X)   P - a. s, a. e. - t ,

  l im
AyA

0

EQ
]

0
| UAs - UA0s |

2eKs ds = 0,

k 0、K 均为常数, 且 k 0 \ 0, c( t ) \ 0,Q
+ ]

0
c( t )

2
e
Kt
dt < + ] ;

则

  l im
AyA

0

( +( x
A
t , q

A
t , p

A
t ) - ( x

A
0t , q

A
0t , p

A
0t ) +H 2, K + sup

0[ t
E | x

A
t - x

A
0t |

2
) = 0# 

证明  证明与定理 211的类似,

E | x
A
t - x

A
0t |

2
+ EQ

]

t
[ K | x

A
s - x

A
0s |

2
+ + q

A
s - q

A
0s +2

+ +p
A
s - p

A
0s + 2

] eKs ds [

    EQ
]

t
23b ( A, s, xAs , qAs , pAs ) - b( A0, s, x

A
0s , q

A
0s , p

A
0s ) + UAs - UA0s , x

A
s - x

A
0s 4eKsds [

    2
D0
EQ

]

t
| UAs - UA0s |

2eKsd s +
D0
2
EQ

]

t
| x

A
s - x

A
0s |

2eKsds +

    2EQ
]

t
| x

A
s - x

A
0s | eKs #| b( A, s, xA0s , q

A
0s , p

A
0s , X) - b( A0, s, x

A
0s , q

A
0s , p

A
0s , X) | d s +

    2EQ
]

t
3b ( A, s, xAs , qAs , pAs , X) - b( A, s , xA0s , q

A
s , p

A
s , X) , x

A
s - x

A
0s 4eKsds +

    2EQ
]

t
3b ( A, s, xA0s , qAs , pAs , X) - b( A, s, xA0s , q

A
0s , p

A
0s , X) , x

A
s - x

A
0s 4eKsds [

    2
D0
EQ

]

t
| UAs - UA0s |

2eKsd s +
D0
2
EQ

]

t
| x

A
s - x

A
0s |

2eKsds +

    EQ
]

t
(- 2L | x

A
s - x

A
0s |

2
) eKsds +

    EQ
]

t
2( c

2
0+ cc20) | x

A
s - x

A
0s |

2
+

1
2
( +q

A
s - q

A
0s +2

+ +p
A
s - p

A
0s + 2

) e
Ks
ds +

    4
D0
EQ

]

t
| b( A, s , U

A
0s ) - b ( A0, s, U

A
0s ) |

2
e
Ks
ds +

D0
4 EQ

]

t
| x

A
s - x

A
0s |

2
e
Ks
ds# 

整理后可得:

  E | x
A
t - x

A
0t |

2
+ EQ

]

0

D0
4

| x
A
s - x

A
0s |

2
+

1
2
( + q

A
s - q

A
0s +2

+

      +p
A
s - p

A
0s + 2

) eKsds [

      2
D0
EQ

]

0
| UAs - UA0s |

2eKsd s +

      4
D0
EQ

]

0
| b( A, s , U

A
0s ) - b( A0, s, U

A
0s ) |

2
e
Ks
ds # 

记

  4
D0
EQ

]

0
| b( A, s , UA0s ) - b ( A0, s, U

A
0s ) |

2eKsds = I1,
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其中,记 U
A
0s = ( x

A
0s , q

A
0s , p

A
0s )# 

由控制收敛定理,可知,当 A y A0, I 1 y 0# t

212  S为无界停时情形(设 K \ 0)

定理 213  假设(H2)至(H4)对 b( A0, t , x , q , p , X) 真, 任意 A0 I R; 且对任意的(�x t , �q t ,

�p t ) I H
(0)

  b ( A, t , �xt , �qt , �p t , X) I L
2, K
( F

t
) (0, S; R

d
)

且存在 c( t ) \0,Q
]

0
c( t ) e

Kt
dt < ] ,及存在常数 k0 \ 0, c2( t ) \ 0, 0 [ c2( t ) e

Kt [ k0, P t使

  | b( A, t , x 1, q 1, p 1, X) - b ( A, t , x 2, q2, p 2, X) |
2 [

      c( t ) | x 1- x 2 |
2
+ c2( t ) ( + q1- q2 +2

+ +p 1- p 2 + 2
) ,

其中 c( t ) , c2( t ) 及 k0均可依赖于 A# 

若 NA I L
2
( 8 , FS, P ) ,且 NA y NA0, 在 L

2
( 8, FS, P) 中,当 A y A0时; 又有

  l im
AyA

0

sup
( x, q, p, X)Q

]

0
| b ( A, t , x , q , p , X) - b ( A0, t , x , q, p , X) |

2eKtdt = 0# 

记方程( 7)相应于 b ( A, #) 及 NA(终端) 的解为:

  ( x
A
t , q

A
t , p

A
t ) I H

(0)
,

则 ( x
A
# , q

A
# , p

A
#) 是 A| y ( x

A
# , q

A
# , p

A
#) I H

(0) 的连续映射,其中 A I R# 

证明  用定理 113的证法,可得:

  

x
A
t = x̂

A
t + ENA+ Q

t

0
GAsI( s [ S) dWs + Q

t

0QZ
NAs ( z ) I ( s[ S) �N k( ds, dz ) ,

q
A
t = q̂

A
t + GAt ,

p
A
t = p̂

A
t + FAt ,

其中 ( x̂
A
t , q̂

A
t , p̂

A
t ) I H

2, K
,解下面的倒向随机微分方程(无穷区间[ 0, ] ) ) :

  x̂
A
t = Q

]

t
b A, s, x̂As + ENA+ Q

s

0
GArI ( r [ S) dWr + Q

s

0QZ
FAr ( z ) I (r [ S)�N k( dr , dz ) ,

q̂
A
s + GAs , p̂

A
s + FAs , X I ( s [ S) ds -Q

]

t
q̂
A
sI ( s [ S) dWs

- Q
]

tQZ
p̂
A
s ( z ) I ( s [ S) �N k(ds , dz ) ,   0 [ t < ] # 

对 | x̂
A
s - x̂

A
0s |

2eKs 在 s I [ t , ] ) 应用 Itô 公式,可得:

  E | x̂
A
t - x̂

A
0t |

2eKt +Q
]

t
( K | x̂

A
s - x̂

A
0s |

2
+ +q̂

A
s - q̂

A
0s +2

+

      +p̂
A
s - p̂

A
0s + 2

) eKs ds [

      2EQ
]

t
(3x̂As - x̂

A
0s , b

A
( s , Û

A
s ,�N

A
s ) - b

A
0 ( s, Û

A
0s ,�N

A
0s )4) eKsds [

      2EQ
]

t
(3x̂As - x̂

A
0s , b

A
( s , Û

A
s ,�N

A
s ) - b

A
0 ( s, Û

A
s , �N

A
s )4+

      3x̂As - x̂
A
0s , b

A
0( s , Û

A
s ,�N

A
s ) - b

A
0( s, Û

A
0s ,�N

A
s )4+

      3x̂As - x̂
A
0s , b

A
0( s , Û

A
0s , �N

A
s ) - b

A
0( s , Û

A
0s ,�N

A
0s )4) eKsds,

其中记
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  b
A
1 ( s, Û

A
2s ,�N

A
3s ) = b A1, s , x̂

A
2s + ENA3+ Q

s

0
GA3r dWr +

      Q
s

0QZ
FA3r ( z )�N k(dr , dz ) , q̂

A
2s + GA3s , p̂

A
2s + FA3s ,

从而,可得:

  E | x̂
A
t - x̂

A
0t |

2eKt +
D0
8Q

]

t
| x̂

A
s - x̂

A
0s |

2eKsds + Q
]

t

1
2
( + q̂

A
s - q̂

A
0s +2

+

      +p̂
A
s - p̂

A
0s + 2

) eKs ds [

      4
D0

sup
( x, q, p , X)Q

]

0
| b

A
( s , x , q, p , X) - b

A
0 ( s, x , q , p , X) |

2eKsds +

      8
D0
EQ

]

0
| b

A
0 ( s, Û

A
0s ,�N

A
s ) - b

A
0 ( s, Û

A
0s ,�N

A
0s ) |

2eKsds =

      I 1+ I2,

  I 2 [ 8
D0
EQ

]

0
E | NA- NA0 | + Q

s

0
( GAr - GA0r )dWr +

Q
s

0QZ
( FAr - FA0r )�N k(dr , dz )

2

c( s ) +

( + GAs - GA0s +2
+ +FAs - FA0s + 2

) c2( s ) eKs ds

y 0,   当 A y A0 时# 

故令 A y A0,可得证:

  ( x̂
A
t , q̂

A
t , p̂

A
t ) y ( x̂

A
0t , q̂

A
0t , p̂

A
0t ) ,

在H
2, K
中# 

故由线性变换, 得 A y A0 时 ,

  ( x
A
t , q

A
t , p

A
t ) y ( x

A
0t , q

A
0t , p

A
0t )

在H
(0) 上# t

定理 214  假设( H2)至(H4)对 b( A, t , x , q, p , X) 关于 A一致真, 对任意的(�x t , �qt , �p t ) I

H
(0)

,有:

  b ( A, t , �xt , �qt , �p t , X) I L
2, K
( F

t
) ( [ 0, S] ; R

d
)

且存在 c( t ) \ 0,Q
]

0
c( t ) eKtdt < ] ,及 k0 \ 0, c2( t ) \ 0, 0 [ c2( t ) e

Kt [ k0, P t 使

  | b( A, t , x 1, q 1, p 1, X) - b ( A, t , x 2, q2, p 2, X) |
2 [

      c( t ) | x 1- x 2 |
2
+ c2( t ) ( + q1- q2 +2

+ +p 1- p 2 + 2
) (11)

对 A为一致, 及

  | b( A, t , x , q , p , X) |
2 [ c( t ) (1+ | x |

2
) + c2( t ) ( +q +2

+ +p + 2
)# 

若 NA y NA0 在 L
2
( 8, FS, P) 中,当 A y A0时; 且

  l im
AyA

0

b( A, t , x , q , p , X) = b ( A0, t , x , q, p , X)   P - a. s. , a. e. t , (12)

则定理213的结论仍成立# 

证明  与定理 213的证明类似,令
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x
A
t = x̂

A
t + ENA+ Q

t

0
GAsI ( s [ S) dWs + Q

t

0QZ
FAs ( z ) I ( s [ S) �N k(d s, dz ) ,

q
A
t = q̂

A
t + GAt ,

p
A
t = p̂

A
t + FAt ,

其中 ( x̂
A
t , q̂

A
t , p̂

A
t ) I H

2, K
,解下面的倒向随机微分方程(无穷区间[ 0, ] ) ) :

  x̂
A
t = Q

]

t
b A, s, x̂As + ENA+ Q

s

0
GArI ( r [ S) dWr + Q

s

0QZ
FAr ( z ) I (r [ S)�N k( dr , dz ) ,

      q̂
A
s + GAs , p̂

A
s + FAs , X I ( s[ S) ds - Q

]

t
q̂
A
sI ( s [ S) dWs -

      Q
]

tQZ
p̂
A
s ( z ) I ( s[ S)�N k( ds, dz ) ,   0 [ t < ] # 

对 | x̂
A
t - x̂

A
0t |

2
e
Kt
在 t I [ 0, ] ) 应用 Itô 公式,可得:

E | x̂
A
t - x̂

A
0t |

2eKt + Q
]

t
( K | x̂

A
s - x̂

A
0s |

2
+ + q̂

A
s - q̂

A
0s +2

+ +p̂
A
s - p̂

A
0s + 2

) eKsds [

    2EQ
]

t
3x̂As - x̂

A
0s , b

A
( s , Û

A
s ,�N

A
s ) - b

A
0( s , Û

A
0s ,�N

A
0s )4eKsds [

    2EQ
]

t
(3x̂As - x̂

A
0s , b

A
( s , Û

A
s ,�N

A
s ) - b

A
( s , Û

A
0s , �N

A
s )4+

    3x̂As - x̂
A
0s , b

A
( s, Û

A
0s ,�N

A
s ) - b

A
( s, Û

A
0s , �N

A
0s )4+

    3x̂As - x̂
A
0s , b

A
( s, Û

A
0s ,�N

A
0s ) - b

A
0( s , Û

A
0s ,�N

A
0s )4) eKsds,

其中 b
A
1 ( s, Û

A
2s ,�N

A
3s ) 的记法同定理 213中一样# 由(11) ,知

  EQ
S

0
| b

A
( s , Û

A
0s ,�N

A
s ) - b

A
( s, Û

A
0s ,�N

A
0s ) |

2eKsds y 0,   当 A y A0 ,

由( 11)及( 12) ,又可得

  EQ
S

0
| b

A
( s , Û

A
0s ,�N

A
0s ) - b

A
0( s , Û

A
0s , �N

A
0s ) |

2eKs ds y 0,   当 A y A0# t

3  偏微分积分方程解的概率表示

讨论下述的拟线性椭圆型偏微分积分方程

  lb , R, cu( x ) ¦ E
d

i= 1

bi ( x )
5
5xi

+
1
2 E

d

i, j= 1

aij ( x )
52

5x i5xj u( x ) +

      QZ
u( x + c( x , z ) ) - u( x ) - E

d

i= 1
c i ( x , z )

5 u( x )
5x i

P(dz ) =

      f ( x , u( x ) , ux ( x ) # R( x ) , u( x + c( x , #) ) - u( x ) ) ,   x I D, (13)

  u( x ) | Dc = U( x ) ,   u I W
1, 2
p ( Rd

) ,

其中 D < Rd
, D 是一个有界的区域, D

c
= Rd \ D# 

关于( 13)解的存在及唯一性,可参考[ 8]中有关定理讨论# 

我们这里主要讨论其解的概率表示# 

先讨论下述的正向随机微分方程: ( y
t , x
s I Rm

)

  y
t, x
s = x + Q

s

t
b( y

t , x
r )dr + Q

s

t
R( y

t , x
r )dWr +
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Q
s

tQZ
c( y

t , x

r- , z ) �N k( dr , dz ) ,   t [ s# (14)

已知,当系数小于线性增长,且满足李氏条件,则( 14)存在唯一的 F
W, �N

kt , s _适应解,其中 F
W, �N

kt , s 表

示由 Wr、�N k ( ( t , r ] , U) , t [ r [ s 所产生的完备R_代数# (见参考文献[ 9] )

现对任给的 t \ 0, x I D,令

  S = Sx = inf s > t : y
t, x
s I/ D ,

讨论下述的倒向随机微分方程(为简化,记 ys = y
t , s
s )

  x s = U( yS) - Q
S

s C S
f ( yr , x r, qr, pr )dr - Q

S

s CS
qr dwr -

Q
S

s C SQZ
p r( z ) �N k(dr , dz ) ,   t [ s# (15)

假设, f ( y , #, #, #)满足定理114中关于 b所述的条件,且对 y为一致地满足;又设E U( yS)
2
eKS

< ] ,则由定理 114, (15) 存在唯一解
  ( xt , qt , p t ) I L

2, K
( F

t
) ( R

d
) @ L

2, K
( F

t
) ( R

d á r
) @ F

2, K
k , ( F

t
) ( R

d
)# 

现设 R为一致地非退化, 即 vB> 0,

  E
d

i, j= 1

ai , j ( x ) NiNj \ B| N| 2,   Px I �D (= D的闭包)# 

因此, ( 13)是一个真正的拟线性二阶椭圆型偏微分积分方程# 

我们有下列的定理:

定理 311  在上述条件下, 设 p > 2d + 4# 则(13) 的解可用倒向随机微分方程(15) 的解

xs | s= t 概率表示 ,

  u( t , x ) = xs | s= t = E t, xxt# 

定理 311的证明可参照文献[ 4]定理 7的证明去完成, 这里的关键是: 在 p > 2d + 4条件下,关

于Sobolev导数的 Itô 公式(对带跳的随机微分方程)成立(见[ 4] )# 故可用 Itô公式完成证明# 

最后,作者谨对审搞者提出的有益建议并指出的一些笔误表示衷心的谢意# 
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On Solutions of Backward Stochastic Differential Equations

With Jumps, With Unbounded Stopping Times as

Terminal and With Non_Lipschitz Coefficients, and

Probabilistic Interpretation of Quasi_Linear

Elliptic Type Integro_Differential Equations

Situ Rong,  Wang Yueping

( Depar tm ent of Mathem atics , Zhon gshan Univ er sity , Guan gzhou 510275, P R China )

Abstract: The existence and uniqueness of solutions to backward stochastic differential equations

with jumps and with unbounded stopping time as terminal under the non_Lipschitz condition are ob-

tained. The convergence of solutions and the continuous dependence of solutions on parameters are

also derived. Then the probabilistic interpretation of solutions to some kinds of quasi_linear elliptic

type integrodifferential equations is obtained.

Key words: backward stochastic differential equations ( BSDEs) with jumps; unbounded stopping

time; adapted solutions; convergence of solutions; quasi_linear elliptic equations; inte-

gro_defferential operators.
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无界停时终端非李氏系数带跳倒向随机微分方程的

解及拟线性椭圆型偏微分积分方程解的概率表示


