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摘要: � 应用样条元与状态空间法分析矩形板的动力响应问题�� 对空间域采用样条元法, 对时间

域采用现代控制论中的状态空间法�� 建立了状态变量递推格式, 可直接计算结构的动力响应量��

文末给出了若干数值算例,计算结果表明, 该方法的计算精度与效率是令人满意的��
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引 � �言

结构受到瞬态荷载, 如爆炸荷载、地震等作用下, 结构抗爆与抗震的安全性能是工程师们

特别关注的问题��传统的动力响应时程分析方法, 在国内外已有不少研究工作, 如振型叠加

法
[ 1]
、纽马克法(Newmak)

[ 2]
与威尔逊法( Wilson_ � )

[ 3]
等��上述方法所使用的积分步长要足够

小,通常要小于参振振型的自振周期,以便能反映这些振型的参振作用,当自由度较高时,计算

工作量变得很大��文献[ 4, 5]提出样条配点法, 该法应用三次 B 样条函数构造时域函数, 通过

振型叠加法逐个计算各个振型的参振作用,并要考虑解的稳定性问题��文献[ 6]提出了一种基

于格丁( Gurtin)变分原理来求解结构动力响应的半解析数值方法, 该法对空间域采用有限元

法,对时间域采用三角级数,在求解过程中,不必考虑解的稳定性问题,但需要求解线性方程

组,随着自由度的增加而工作量急剧增大��文献[ 7]提出精细逐步积分法, 这是一种无条件稳

定的计算格式, 由于采用了所谓精细步长,因此计算精度甚高��

本文提出一种新的解法称为样条状态变量法��基于弹性力学中的瞬时变分原理与样条函

数理论建立弹性板的动力方程, 引入样条函数及其对时间的导数作为状态变量, 导出状态方

程��对时间域, 采用现代控制制论中的状态空间法; 对空间域, 采用样条有限元法��此外, 文

中还提出一种状态变量递推计算格式, 可直接求解动力响应量��在计算过程中, 不需要解线

性方程组,不采用降阶解耦技术,只作矩阵运算,步长的选取不受结构自振特性的制约��再者,

由于样条函数具有解析与数值的双重特性,连续性强, 逼近精度高, 待求未知数少等优点,因
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此,本文方法比传统的方法优越��文末给出若干数值算例, 计算结果表明精度与效率是令人满

意的��本文方法对多输入多输出、时变系统和非线性系统等有广阔发展与应用前景��

1 �弹性板的样条动力方程

本文以弹性矩形板为例, 应用乘积型三次 B样条函数来构造动力响应场函数:

� � w ( x , y , t ) = �
N+ 1

i= - 1
�
M+ 1

j = - 1
d ij ( t ) �i ( x ) �j ( y ) = �( x ) � � ( y ) d( t ) , (1)

其中, d( t ) 是与时间有关的矩阵向量 ,

� �

d( t ) = [ d- 1( t ) d0( t ) d1( t ) � d i ( t ) � dN+ 1( t ) ]
T
,

di ( t ) = [ d- 1i ( t ) d0i ( t ) d1i ( t ) � dii ( t ) � dN+ 1, i ( t ) ]
T
,

( i = - 1, 0, 1, � , M, M + 1) ,

(2)

� 为Kroneckor 乘积,即 A � B = ( aijB)��

为了简单起见, 在下述公式中,时间符号予以省略��

式( 1)中的多点样条函数如图1所示,见式( 3) ,具体形式详见文献[ 8] ��三次基样条函数

�3( x / h - i) ( i = - 1, 0, 1, � , N , N + 1) 如图 2所示,详见文献[ 8]��

� � �( x ) = [ �- 1( x ) �0( x ) �1( x ) � �N ( x ) �N+ 1( x ) ] , � � ( x = x , y )�� (3)

�i( x ) , ( i = - 1, 0, 1, � , N + 1)

图 1� 修正的多点基样条函数

�3( x / h - i ) , ( i = - 1, 0, 1, � , N , N + 1)

图 2� 三次标准基样条函数

弹性矩形板的瞬时势能泛函为
[ 9]
:

� � �p = ��� 1
2
�TDb�d �-���( q - c�w - ��w )w d �-

�C
1
+ C

2

�Mns

�s + Qn ( w - �w )ds +�C
1

Mn
�w
�n - �� ds +�C

2
+ C

3

Mn
�w
�n ds, (4)

式中

� � �= -
�2w
�x2
� - �

2
w

�y 2 � - 2
�2w
�x�y

T

, (5)
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� � Db = Db

1 � 0

� 1 0

0 0
1- �
2

, Db =
Et

3

12(1 - �
2
)
, (6)

其中, Db � 板的弯曲弹性矩阵, E � 杨氏模量, �� 泊松比; C � 阻尼系数, �� 单位面积或单

位体积的质量, t � 板厚度, w、�w、�w � 结构的位移、速度和加速度, q( x , y ) � 动荷载;

� �

C1 � 固定边, w = �w , �w /�n = ��;

C2 � 简支边, w = �w , Mn = �M n;

C3 � 自由边, Mn = �M n, �Mns/ �s + Qn = �q��

(7)

现将式( 1)代入式( 4) ,弹性板的离散瞬时势能泛函变为:

� � �p =
1
2
d
T
Kd + d

T
C�d + d

T
M�d - d

T
F , (8)

式中

� � K = Db [ A
00
y � A

22
x + �( A

02T
y � A

02
x + A

02
y � A

02T
x ) +

A
22
y � A

00
x + 2(1 - �) A11

x � A
11
y ] , (9)

� � C = cA
00
x � A

00
y ; M = �A00

x � A
00
y , (10)

� � F = ���q �T ( x ) � �T ( y )d �, (11)

其中 � � A
ij
x = �

L

0
�
iT
( x ) �

j
( x )dx , � � ( x = x , y ; i , j = 0, 1, 2) , (12)

式( 12)详见文献[ 8]��

由瞬时变分原理得:

� �
��p
�d = 0, M�d + C�d + Kd = F , (13)

方程( 13)为弹性矩形板的样条动力方程��

动力弯矩表达式为:

� � M( x , y , t ) = [ Mx( x , y , t ) � My ( x , y , t ) � Mxy ( x , y , t ) ]
T
=

� � � � � � Db

1 � 0

� 1 0

0 0 1- �
2

-
�2w( x , y , t )
�x 2

-
�2w( x , y , t )
�y 2

- 2
�2w ( x , y , t )
�x�y

=

� � � � � � - Db

�
N+ 1

i= - 1
�
M+ 1

j= - 1
[ d ij ( t ) �

�
i ( x ) �j ( y ) + �d ij ( t ) �i ( x ) �

�
j ( y ) ]

�
N+ 1

i= - 1
�
M+ 1

j= - 1

[ d ij ( t ) �i ( x ) �
�
j ( y ) + �d ij ( t ) �

�
i ( x ) �j ( y ) ]

(1- �) �
N+ 1

i= - 1
�
M+ 1

j= - 1
[ d ij ( t ) �

�
i ( x ) �

�
j ( y ) ]

�� (14)
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2 �样条状态变量法

根据上节导出的弹性薄板样条动力方程,引入样条参数 d 及其对时间的导数�d 组成状态

向量q, 则动力方程(13) 可改写成如下的状态方程

� � �q = Dq + P, q =

d

�

�d

, (15)

式中,

� � D =
0 I

- M
- 1
K - M

- 1
C

, P =
0

M
- 1
F
�� (16)

方程( 15)的解答是[ 10]

� � q( t ) = eD( t) q(0) +�
t

0
eD( t- �) P( �)d��� (17)

上式中,有 2n 个动力响应量,其中包括 n 个样条参数d 的响应量及其n 个导数�d 的响应量��

其中,矩阵指数函数可采用凯菜 _哈密顿算法(Kaley- Hamilton) 或麦克劳林(Maclaurin) 直接

展开法,而积分项可采用数值积分法来计算, 如高斯积分法��

结构总的动力响应由两部分组成: 第一部分是由初始状态引起的样条参数响应量

� � q0( d, �d ) = e
Dt
q0( d0, �d0) , (18)

第二部分是由动荷载引起的样条参数响应量

� � qp ( d, �d ) = I�
�

0
PL0( t - �)d�+ � + D

n- 1�
�

0
PLn- 1( t - �) d��� (19)

上式中的 L 0, L 1, � , L i , � , Ln- 1为矩阵指数函数展开成有限项的 D 的系数, 具体求法详

见文献[ 10]�� 当求出了样条参数 d 及其对时间的导数�d后,将其代入式(13) 求得 �d ,然后由式

(1)、式(13) 与式(14) ,求出弹性板的挠度、速度、加速度和弯矩动力响应量��

3 �状态变量递推格式

上节介绍的样条状态变量法,在计算结构动力响应问题时, 需求解 D 矩阵的特征值 �,有
了特征值后,才能将矩阵指数函数展开有限项, 并求得 L( t ) , 从而可确定矩阵指数函数�� 对

自由度较大的问题, 计算起来还是比较费时的�� 本节提出一种状态变量递推格式来计算结构

动力响应量�� 对图3所示动荷载函数曲线, 划分许多时间间隔段,在� t时间间隔里,动荷载可

近似看作为线性变化,则有

� � P� = Pk + Pst , � � 0 � t � �t , (20)

其中 � � Ps =
Pk+ 1- Pk
�t

��

动力响应的积分项为

� ��
� t

0
eD (� t- �) ( Pk + Ps�)d�= S1Pk + S2Pk+ 1, (21)

式中,
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图 3� 动荷载函数

S1 = ( �2�t - S 2) ,

S2 = D
- 1
( �2- I ) ,

(22)

�2 = �
�

k= 0

( D�t ) k

( k + 1) !
�� (23)

这样,样条参数动力响应量由下式计算

qk+ 1( t k+ 1) = �1qk( tk) + S1Pk + S2Pk+ 1

� � � � � � ( k = 0, 1, 2, � )�� (24)

若取相等的时间步长,则 S1 和 S2 在计算过

程中保持不变�� 对于动荷载在时间间隔 �t 内为一常量时,则状态变量递推算式为:

� � qk+ 1( tk+ 1) = �1qk( t k) + �t �2P( t k) , (25)

或者 � � qk+ 1( tk+ 1) = �1qk( t k) + �1D
- 1
P( t k) - D

- 1
P( tk ) ,

� � �1 = �
�

k= 0

( D�t )
k

k!
, �2 = �

�

k= 0

( D� t )
k

( k + 1) !
�� (26)

根据式( 24)或者式( 25)与( 26)可进行动力样条参数响应的计算��再根据式( 1)、( 13)、

( 14)计算位移、速度、加速度与内力矩的动力响应量��

4 �数值算例与结语

为了验证本文方法的正确可靠与有效性,选取文献[ 11]中的若干数值算例,通过我们编制

的计算程序SSVM的验算,计算结果与解析解十分吻合��算例中板的几何物理参数为:

� � L = 4�0 m, t = 0�1 m, E = 2�1 � 105 kN/ m2
,

� � �= 0�3, �= 1�0 kN/m2
, c = 0�0��

集中荷载为 P = 1�0 kN, 均布荷载为 q = 1�0 kN/ m2��

算例 1�弹性方板中心点承受集中突加荷载情况

�表 1 板中心处位移与弯矩的最大响应

板的类型 四边简支 四边固支

响应量 w/ m Mx( M y) /kN� m/m w /m M x( My) / kN� m/ m

最大响应 0�018 52 0�461 45 0�008 15 0�363 61

静力响应[ 11] 0�009 65 0�004 66

算例 2�弹性方板承受均布荷载情况

�表 2 板中心处位移与弯矩的最大响应

板的类型 四边简支 四边固支

响应量 w/ m Mx( M y) /kN� m/m w /m M x( My) / kN� m/ m

最大响应 0�108 42 1�717 8 0�034 43 0�968 3

静力响应[ 11] 0�054 05 0�793 6 0�016 84 0�369 6
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图 4� 简支方板中心点处的位移和弯矩响应

图 5� 固支方板中心点处的位移和弯矩响应

图 6� 简支方板中心点处的位移和弯矩响应

图 7� 固支方板中心点处的位移和弯矩响应

本文提出的方法有以下一些特点:

1�基于瞬时变分原理,应用乘积型三次 B样条函数,建立样条动力方程,直接得到结构整

体刚度矩阵、质量矩阵、阻尼矩阵和整体荷载向量,使计算十分简单��
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2�引入样条参数及其对时间的导数作为状态变量, 建立的状态方程是一阶常系数微分方

程组��状态方程的积分为矩阵指数函数的计算,动力响应量的计算即为状态变量的计算��

3�状态变量递推算法, 不需要求解线性方程组,也不作降阶解耦处理, 只作矩阵运算,编

程容易,计算方便��

4�该方法在计算过程中,步长的选取完全不受结构自振特性的制约��若与精细算法和并

行算法相结合, 使计算精度与效率得到极大的提高��

5�该方法能计算多输入与多输出、时变系统与非线性系统等问题��
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Dynamic Response of Elastic Rectangular

Plates by Spline StateVariable Method

Chen Rongyi1, �Shen Xiaopu2, �Shen Pengcheng3

( 1�Stru ctur al Engineer in g Depar tm en t , T ongji Univer sity , Shanghai 200092, P R China ;

2�Structura l Engineer in g Depar tm ent , Anhu i Indu str y College of

Architectur e , Hefei 230022, P R China ;

3�Civil En gineer ing Depa rtm ent , Hefei Univer sity of Techn ology , Hefei 230009, P R China )

Abstract: Application of spline element and state space method for analysis of dynamic response of

elastic rectangular plates is presented. The spline element method is used for space domain and the

state space method in control theory of system is used for time domain. A state variable recursive

scheme is developed, then the dynamic response of structure can be calculated directly. Several nu-

merical examples are given. The results which are presented to demonstrate the accuracy and efficien-

cy of the present method are quite satisfactory.

Key words: spline element; state space method; dynamic response; recursive scheme; spline state

variable method
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