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摘要 :  利用单调迭代方法及 MÊnch 不动点定理 ,研究了 Banach 空间中混合单调二阶微分积分方

程初值问题的耦合最小最大拟解及解的存在性, 给出了耦合最小最大拟解及解的存在定理# 
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引   言

在文[ 1]中, 郭大钧建立了 Banach空间中Volterra型一阶微分积分方程初值问题极值解的

存在性定理# 本文我们讨论 Banach空间 E 中二阶微分积分方程初值问题( IVP) :

  
ud = F( t , u , u, uc, Tu )   ( P t I J ) ,

u(0) = x 0, uc(0) = x 1,
(1)

这里  J = [ 0, d] ( d > 0) , x 0, x 1 I E, F I C( J @ E @ E @ E @ E , E ) , 且

  ( Tx ) ( t ) = Q
t

0
k ( t , s ) x ( s )ds   ( P t I J ) , (2)

k I C( 8, R
+
) , 8 = ( t , s) : 0 [ s [ t [ d # 由于 F中含有导数项uc,故[ 1 ~ 2] 中使用的

方法在这里不适用# 本文应用单调迭代方法及MÊnch不动点定理建立了 IVP(1) 的若干耦合

最小最大拟解及解的存在定理# 

设 P 是 Banach空间 E 中的锥,这样 P 在E 中诱导了半序: x [ y 当且仅当y - x I P# 

我们说锥 P 是正规的, 若存在一个正数N1 使得: H [ x [ y 蕴含 +x + [ N 1 +y + , 这里 H

是 E 中零元素; 称锥 P是正则的, 若 x1 [ x 2 [ , [ x n [ , [ y 蕴含: 存在 x I E, 满足:

+x n - x + y 0(当 n y ] ) , 有关锥的详细理论可参见[ 3]# 

1  预 备知 识

在文中, A表示Kuratowski非紧性测度, + # +C 表示空间C( J , E ) 的上确界范数,对 D <
C ( J , E ) ,记 D ( t) = x ( t ) : x I D < E ( t I J )# 
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定义  设 u0, v0 I C
2
( J , E) , u0( t ) [ v0( t ) , u

c
0( t ) [ v

c
0( t ) ( P t I J ) ,我们称 u0, v 0是

IVP(1) 的耦合下上拟解,如果下列不等式成立

  
u

d
0( t ) [ F ( t , u0( t ) , v 0( t ) , u

c
0( t ) , ( Tu0) ( t ) )   ( P t I J ) ,

u0(0) [ x 0, u
c
0(0) [ x1,

(3)

  
v

d
0( t ) \ F ( t , v0( t ) , u0( t ) , v

c
0( t ) , ( Tv0) ( t ) )   ( P t I J ) ,

v0(0) \ x 0, v
c
0(0) \ x 1# 

(4)

如果( 3)、( 4)式中等号成立, 则称 u0, v0 是 IVP(1) 的耦合拟解# 

显然,如果 u0, v 0是耦合拟解且 u0 = v0,则 u0就是 IVP(1) 的解# 

我们列出本文定理证明中需要使用的若干已知结果

引理 1[ 4]  设 D < C( J , E) 是有界的,且 D 中函数在J 上等度连续, 则

  A(D ) = sup
t I J

A( D( t ) )# 

引理 2[ 5]  设 D = x n < L
1
( J , E) , 存在 g I L

1
( J , R

+
) 使得对一切 x n I D ,

+x n( t ) + [ g ( t ) , a. e. t I J 成立,则

  A Q
t

0
x n( s )ds: n I N [ 2Q

t

0
A( D( s ) )ds   ( P t I J )# 

引理 3[ 6]  (MÊnch不动点定理)  设 E 是Banach空间, D < E闭凸集, Â : D y D连续,且

满足:对某一 x I D ,由 C < D可数, �C = co( x G Â( C) ) 蕴含 C 是相对紧的,则 Â 在D中

有不动点# 

2  主 要结 果

为方便计, 首先列出本文使用的条件

H1) 存在 u0, v0 I C
2
( J , E ) , u0, v 0是 IVP(1) 的耦合下上拟解,即(3) , (4) 式成立# 

H2) 存在非负常数 M, N 使得对 P t I J ,

  F( t , �x 1, �x 2, �y , �z ) - F( t , x 1, x 2, y , z ) \ M(�x 1- x 1) - N(�y - y )

这里   u0( t ) [ x 1 [ �x 1 [ v0( t ) , u0( t ) [ �x 2 [ x 2 [ v0( t )

  u
c
0( t ) [ y [ �y [ v

c
0( t ) , ( Tu0) ( t ) [ z [ �z [ ( Tv0) ( t ) ,

H3) F 在J @ E @ E @ E @ E 的任何有界子集上是有界的,且存在 g i I C ( J , R
+
) ( i = 1,

2, 3, 4) 使得

  A( F ( t , U1, U2, U3, U4) ) [ E
4

i= 1

gi ( t ) A( Ui )

( P有界集 Ui < E, i = 1, 2, 3, 4) # 

在下面,我们记 [ u0, v0] = u I C( J , E) : u0( t ) [ u( t ) [ v0( t ) , t I J ,

[ u0, v0] @ [ u
c
0, v

c
0] = ( u, uc) I C( J , E ) @ C( J , E) : u0( t ) [

                  u( t ) [ v0( t ) , u
c
0( t ) [ uc( t ) [ v

c
0( t ) , t I J # 

定理 1  设 P是正规锥,条件H1) ~ H3) 成立,则 IVP(1) 在[ u0, v0] 中有解 x
* 和耦合最小

最大拟解 u
*
, v

*
, u

* [ v
*
;进一步, 存在单调序列 un , vn < C

2
( J , E ) 分别收敛于耦合最

小最大拟解 u
*
, v

* # 这里耦合拟解 u
*
, v

*
的最小最大性是指:若 u, v I C

2
( J , E) , u ( t ) [

v( t ) ( t I J ) 是 IVP(1) 的任一耦合拟解, 适合( u, uc) I [ u0, v0] @ [ u
c
0, v

c
0] , ( v , vc) I [ u0, v0]
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@ [ u
c
0, v

c
0] 则有

  u0( t ) [ u1( t ) [ , [ un( t ) [ , [ u
*
( t ) [ u( t ) [ v ( t ) [

      v
*
( t ) [ , [ vn( t ) [ , [ v1( t ) [ v 0( t )   ( P t I J ) , (5)

证明  证明分五步完成

1)  对 P( Gi , G
c
i ) I [ u0, v0] @ [ u

c
0, v

c
0] ( i = 1, 2) , 考虑 Banach空间 E 中线性微分方程初

值问题

  ud = F( t , G1, G2, G
c
1, TG1) + M ( u - G1) - N( uc- Gc

1) , u(0) = x 0, uc(0) = x 1,

(6)

容易验证下列结论成立:

a) 线性初值问题 IVP( 6)在 C
2
( J , E) 中有唯一解# 

b) u I C
2
( J , E ) 是 IVP(6) 的解, 当且仅当 u I C

1
( J , E) 是下列积分方程的解

  u( t ) = x 0+ tx 1+ Q
t

0
( t - s) [ F ( s , G1( s ) , G2( s ) , G

c
1( s) , ( TG1) ( s) ) +

M ( u( s ) - G1( s ) ) - N ( uc( s) - G
c
1( s) ) ] ds   ( t I J )# (7)

即   u ( t ) = (1+ Nt) x 0+ tx 1+ Q
t

0
( t - s ) [ F( s, G1( s) , G2( s) , G

c
1( s ) , ( TG1) ( s ) ) -

MG1( s) + N Gc
1( s) ] d s + Q

t

0
[ M ( t - s) - N] u( s)ds   ( t I J )# (8)

微分( 8)式得

  uc( t ) = Nx0 + x1 +Q
t

0
F( s , G1( s ) , G2( s) , G

c
1( s) , ( TG1) ( s ) ) - MG1( s ) +

N G
c
1( s) ] ds - Nu( t ) + MQ

t

0
u( s)d s   ( t I J )# (9)

在这部分, 我们证明: 对 P( Gi , G
c
i ) I [ u0, v0] @ [ u

c
0, v

c
0] ( i = 1, 2) , IVP( 6) 的唯一解

u I C
2
( J , E ) 满足

  u0( t ) [ u ( t ) [ v0( t ) , u
c
0( t ) [ uc( t ) [ v

c
0( t )   ( t I J )# (10)

令    x = u - v0,由(6) ,H1) ,H2) 得

  xd = ud - v
d
0 [

F ( t , G1, G2, G
c
1, TG1) + M( u - G1) - N ( uc- G

c
1) - F( t , v0, u0, v

c
0, Tv0) =

- [ F( t , v0, u0, v
c
0, Tv 0) - F ( t , G1, G2, G

c
1, TG1) ] + M( u - G1) - N ( uc- G

c
1) [

- M ( v0- G1) + N ( v
c
0 - G

c
1) + M ( u - G1) -

N( uc- G
c
1) = M ( u - v0) - N( uc- v

c
0) =

Mx - Nxc# (11)

且

  
x (0) = u (0) - v 0(0) [ x0 - x0 = H,

xc( H) = uc(0) - v
c
0(0) [ x 1- x 1 = H# 

(12)

对 Pg I P
*
,令 p ( t ) = g ( x ( t ) ) , t I J , 则 p I C

2
( J , R ) 且 pc( t ) = g( xc( t ) ) , pd( t ) =

g ( xd( t ) )# 由(11) , (12) 式可得

  pd( t ) [ Mp( t) - Npc( t )  ( t I J ) ,且 p (0) [ 0, pc(0) [ 0# (13)

再由[ 7, p28,例 411]得, p ( t ) [ 0, pc( t ) [ 0, P t I J# 因此 x ( t ) [ H, xc( t ) [ H, P t I J ,
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即

  u( t ) [ v0( t ) ,   uc( t ) [ v
c
0( t )   ( P t I J )# 

类似可证

  u0( t ) [ u ( t ) , u
c
0( t ) [ uc( t )   ( P t I J )# 

于是有

  u0( t ) [ u ( t ) [ v0( t ) , u
c
0( t ) [ uc( t ) [ v

c
0( t )  ( t I J )# 

2)  对 ( Gi , G
c
i ) I [ u0, v 0] @ [ u

c
0, u

c
0] ( i = 1, 2) , 令

  A ( ( G1, G
c
1) , ( G2, G

c
2) ) = ( u, uc)# (14)

这里 u 是 IVP(6) 的唯一解# 在这部分,我们证明

� ) ( u0, u
c
0) [ A ( ( u0, u

c
0) , ( v0, v

c
0) ) , A ( ( v0, v

c
0) , ( u0, u

c
0) ) [ ( v0, v

c
0)# 

� ) 若 ( N, Nc) , ( Gi , Gc
i ) I [ u0, v0] @ [ u

c
0, v

c
0] ( i = 1, 2) , G1 [ G2, G

c
1 [ Gc

2,则:

  A ( ( G1, G
c
1) , ( N, Nc) ) [ A ( ( G2, G

c
2) , ( N, Nc) ) ,

  A ( ( N, Nc) , ( G2, G
c
2) ) [ A ( ( N, Nc) , ( G1, G

c
1) )# 

� ) A: [ u0, v0] @ [ u
c
0, v

c
0] @ [ u0, v0] @ [ u

c
0, v

c
0] y [ u0, v0] @ [ u

c
0, v

c
0] 是连续的# 

要证明� ) ,令 x = �v 0- v0,这里 �v 0是 G1 = v0, G2 = u0时 IVP(6) 的唯一解# 据 A 的定

义有 A ( ( v0, v
c
0) , ( u0, u

c
0) ) = (�v 0,�v

c
0)# 再由(6) ,H1) 得

  xd = �vd
0- v

d
0 [ F( t , v0, u0, v

c
0, Tv 0) + M(�v0- v 0) -

N(�vc
0- v

c
0) - F ( t , v 0, u0, v

c
0, Tv0) = Mx - Nx

c
,

且

  x (0) = �v0(0) - v0(0) [ x 0- x 0 = H,

  xc(0) = �vc
0(0) - v

c
0(0) [ x 1- x 1 = H# 

用1)中同样的方法,我们能得到 x ( t ) [ H, xc( t ) [ H, t I J ,即(�v0, �v
c
0) [ ( v 0, v

c
0) ,于是

  A ( ( v 0, v
c
0) , ( u0, u

c
0) ) [ ( v0, v

c
0) # 

类似地,我们可证明

  ( u0, u
c
0) [ A( ( u0, u

c
0) , ( v0, v

c
0) )# 

要证 � ) , 设 ( N, Nc) , ( Gi , G
c
i ) I [ u0, v0] @ [ u

c
0, v

c
0] ( i = 1, 2) , G1 [ G2, G

c
1 [ G

c
2, 令 x =

u1- u2,这里( ui , u
c
i ) = A ( ( Gi , G

c
i ) , ( N, Nc) )# 由( 6) 式及H2) 容易看出

  xd = u
d
1 - ud2 = F( t , G1, N, G

c
1, TG1) + M( u1- G1) - N( u

c
1- Gc

1) -

F ( t , G2, N, G
c
2, TG2) + M( u2- G2) - N ( u

c
2- G

c
2) =

- [ F ( t , G2, N, G
c
2, TG2) - F( t , G1, N, G

c
1, TG1) ] +

M( u1 - u2) + M ( G2 - G1) - N( u
c
1- u

c
2) - N ( Gc

2- Gc
1) [ Mx - Nxc# 

及 x (0) = x 0, xc(0) = x 1,再用1) 中同样的方法可证得, x ( t ) [ H, xc( t ) [ H, t I J# 即( u1,

u
c
1) [ ( u2, u

c
2) ,因此,

  A ( ( G1, G
c
1) , ( N, Nc) ) [ A ( ( G2, G

c
2) , ( N, Nc) )

类似可证

  A ( ( N, Nc) , ( G2, G
c
2) ) [ A ( ( N, Nc) , ( G1, G

c
1) )# 

要证 � ) ,我们记 A( ( G1, G
c
1) , ( G2, G

c
2) ) = ( u, uc) ,其中 u , uc分别由(8) , (9) 式给出, 令
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  A
(1)
( ( G1, G

c
1) , ( G2, G

c
2) ) = (1+ Nt) x 0+ tx 1+

      Q
t

0
( t - s ) [ F( s , G1( s ) , G2( s) , Gc1( s ) , ( TG1) ( s) ) - MG1( s) + NGc

1( s) ] ds,

  A
(2)
( ( G1, G

c
1) , ( G2, G

c
2) ) = Nx 0+ x 1+

      Q
t

0
[ F( s, G1( s) , G2( s) , Gc1( s) , ( TG1) ( s) ) - MG1( s ) + NGc

1( s) ] ds # 

由通常方法,我们能够证明: A
( i)
( i = 1, 2) 在范数 + # +C 下关于G1, G

c
1, G

c
2, G2, G

c
2是连续的,

证明过程从略, 详细可参见[ 8]# 

据( 8)式,结合算子 A
(1) 的连续性及线性Volterra积分方程的解关于初值的连续依赖性可

得, u 在范数 + # +C 下关于G1, G
c
1, G2, G

c
2 是连续的# 注意(9) 式,从 u及A

(2)
的连续性不难

知道 uc在范数 + # +C 下关于G1, G
c
1, G2, G

c
2也是连续的,从而算子 A 的连续性获证# 

令

  
( un, u

c
n) = A( ( un- 1, u

c
n- 1) , ( vn- 1, v

c
n- 1) ) ,

( vn, v
c
n ) = A( ( vn- 1, v

c
n- 1) , ( un- 1, u

c
n- 1) )# 

(15)

据上面证明的� ) , � ) ,不难得到

( u0, u
c
0) [ ( u1, u

c
1) [ , [ ( un, u

c
n) [ , [ ( vn, v

c
n) [ , [ ( v1, v

c
1) [ ( v0, v

c
1)# 

(16)

即

  u0 [ u1 [ , [ un [ , [ vn [ , [ v1 [ v0# (17)

且

  u
c
0 [ u

c
1 [ , [ u

c
n [ , [ v

c
n [ , [ v

c
1 [ v

c
0# (18)

3)  在这部分,我们证明存在 u
*
, v

* I C
1
( J , E) 满足( un, u

c
n ) y ( u

*
, u

* c
) , ( vn, v

c
n ) y

( v
*
, v

c
)# 

设 U = un , Uc= u
c
n , V = vn , Vc= v

c
n # 由锥 P的正规性可知, U, Uc, V , Vc均

是 C ( J , E ) 中的有界集# 据H3) 得,存在常数 h > 0使得

  +F ( t , un- 1( t ) , vn- 1( t ) , u
c
n- 1( t ) , ( Tun- 1) ( t ) ) + M( un( t ) - un- 1( t ) ) -

      N ( u
c
n( t ) - u

c
n- 1( t ) ) + [ h   ( t I J , n = 1, 2, ,)# (19)

由 un 的定义和(7) 式, 我们有

  un ( t ) = x 0+ tx 1+ Q
t

0
( t - s) [ F ( s, un- 1( s) , vn- 1( s) , u

c
n- 1( s) , ( Tun- 1) ( s) ) +

M ( un( s) - un- 1( s) ) - N ( u
c
n( s ) - u

c
n- 1( s ) ) ] ds   ( t I J )# (20)

及

  un ( t ) = x 1+ Q
t

0
[ F ( s, un- 1( s) , vn- 1( s) , u

c
n- 1( s) , ( Tun- 1) ( s) ) +

M ( un( s) - un- 1( s) ) - N ( u
c
n( s ) - u

c
n- 1( s ) ) ] ds   ( t I J )# (21)

由( 20) , ( 21) , ( 19)式知, U, Uc在J 上等度连续# 因此 A( U( t ) ) , A( Uc( t ) ) 在 J 上是连续

的,由引理 1得

  
A( U) = sup

t I J
A( U( t ) ) ,

A( Uc) = sup
t I J

A( Uc( t ) )# 
(22)
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同样可得

  
A( V) = sup

t I J
A( V( t ) ) ,

A( Vc) = sup
t I J

A( Vc( t ) )# 
(23)

令 G = max max
t | J

gi ( t ) , i = 1, 2, 3, 4 , K = max
( t, s) I 8

k ( t , s) ,取常数 L > 0充分大,使得

  CS ( d + 1) # 6G + 4M+ 4N
L

+
4KG

L
2 < 1# (24)

对 Px I C( J , E) , 令

  +x +0 = sup
t I J

e- Lt +x ( t ) + # 

显然在范数 + # +0下 C ( J , E ) 是一Banach空间, 且两范数 + # +0与 + # +C是等价的# 在

下面,我们用 A* 表示具有范数 +# +0的Banach空间 C( J , E) 中的Kuratowski非紧性测度# 

由( 20) , H3)及引理 2得, 对P t I J ,

  A( U( t ) ) = A Q
t

0
( t - s) [ F ( s, un- 1( s) , vn- 1( s ) , u

c
n- 1( s) , ( Tun- 1) ( s) ) +

M ( un( s) - un- 1( s ) ) - N ( u
c
n( s ) - u

c
n- 1( s) ) ] ds : n \1 [

2dQ
t

0
A( F( s, U( s) , V( s ) , Uc( s) , ( TU) ( s ) ) ) ds +

4dMQ
t

0
A( U( s) ) ds + 4dNQ

t

0
A( Uc( s ) )ds [

2dQ
t

0
[ g1( s ) A( U( s ) ) + g2( s) A( V( s ) ) + g3( s) A( Uc( s ) ) +

g4( s ) A( ( TU) ( s) ) ] ds + 4dMQ
t

0
A( U( s ) )ds + 4dNQ

t

0
A( Uc( s ) )ds [

(2dG+ 4dM )Q
t

0
A( U( s ) )ds + 2dGQ

t

0
A( V( s ) )ds +

(2dG+ 4dN )Q
t

0
A( Uc( s) ) ds + 4dGQ

t

0Q
s

0
k( s, S) A( U( S) )dSds [

(2dG+ 4dM )Q
t

0
A( e

- Ls
U( s ) ) e

Ls
ds + 2dGQ

t

0
A( e

- Ls
V( s) ) e

Ls
ds +

(2dG+ 4dN )Q
t

0
A( e

- Ls
Uc( s) ) e

Ls
ds +

4dGKQ
t

0Q
s

0
A( e

- LS
U( S) ) e

LS
dSds [

2dG + 4dM
L

A
*
( U) e

Lt
+

2dG
L
A

*
( V) e

Lt
+

2dG + 4dN
L

A*
( Uc) eLt +

4dGK

L
2 A*

( U) eLt# 

于是

  A( e
- Lt

U( t) ) [
2dG + 4dM

L
+

4dGK

L
2 A

*
( U) +

      2dG
L
A*

( V) +
2dG + 4dN

L
A*

( Uc) [

      d # 6G + 4M+ 4N
L

+
4GK

L
2 max A*

( U) , A*
( Uc) , A*

( V) , A*
( Vc) ,
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即对 P t I J ,

  A*
( U( t ) ) [ Cmax A*

( U) , A*
( Uc) , A*

( V) , A*
( Vc) # 

再由( 22)式得

  A*
( U) [ Cmax A*

( U) , A*
( Uc) , A*

( V) , A*
( Vc) # 

同样可得

  A
*
( Uc) [ Cmax A

*
( U) , A

*
( Uc) , A*

( V) , A
*
( Vc) ,

  A*
( V) [ Cmax A*

( U) , A*
( Uc) , A*

( V) , A*
( Vc) ,

  A*
( Vc) [ Cmax A*

( U) , A*
( Uc) , A*

( V) , A*
( Vc) # 

因此有

  max A
*
( U) , A

*
( Uc) , A*

( V) , A
*
( Vc) [

      r max A*
( U) , A*

( Uc) , A*
( V) , A*

( Vc) # 

再由 0 [ C< 1知,max A*
( U) , A*

( Uc) , A*
( V) , A*

( Vc) = 0, 即 A*
( U) = A*

( Uc) =

A*
( V) = A*

( Vc) = 0,当然也有 A( U) = A( Uc) = A( V) = A( Vc) = 0# 从而 U, Uc, V , Vc

均为 C( J , E) 中的相对紧集, 于是均有收敛子列 # 由(17) , (18) 式知, un , u
c
n , vn ,

v
c
n 都是单调序列,再由锥P的正规性不难知道, un , u

c
n , vn , v

c
n 本身均为C ( J , E )中

的收敛序列,故不难得到,存在 u
*
, v

* I C
1
( J , E) , u

* [ v
*
, 满足 un y u

*
, u

c
n y u

* c
, vn y

v
*
, v

c
n y v

* c# 

4)  在这部分,我们证明: u
*
, v

* 是 IVP(1) 的耦合最小最大拟解# 

在( 15)式中,令 n y ] 取极限,注意到 A 的连续性得:

  ( u
*
, u

* c
) = A( ( u

*
, u

* c
) , ( v

*
, v

* c
) ) ,

  A ( ( v
*
, v

* c
) , ( u

*
, u

* c
) ) = ( v

*
, v

* c
)# 

由 A 的定义及(7) 式,我们得到

  u
*
( t ) = x 0+ tx 1+ Q

t

0
( t - s ) F( s , u

*
( s ) , v

*
( s) , u

* c
( s ) , ( Tu

*
) ( s) )ds, (25)

  v
*
( t ) = x0 + tx1 + Q

t

0
( t - s ) F ( s , v

*
( s ) , u

*
( s ) , v

* c
( s ) , ( Tv

*
) ( s ) )ds# (26)

微分( 25) , ( 26)式得

  u
* c
( t ) = x 1+ Q

t

0
F ( s, u

*
( s) , v

*
( s ) , u

* c
( s) , ( Tu

*
) ( s ) )ds ,

  u
* d
( t ) = F ( t , u

*
( t ) , v

*
( t ) , u

* c
( t ) , ( Tu

*
) ( t ) )# 

及

  v
* c
( t ) = x 1+ Q

t

0
F( s, v

*
( s) , u

*
( s ) , v

* c
( s) , ( Tv

*
) ( s) )ds,

  v
* d
( t ) = F ( t , v

*
( t ) , u

*
( t ) , v

* c
( t ) , ( Tv

*
) ( t ) )# 

故 u
*
, v

* I C
2
( J , E ) 且是 IVP(1) 的耦合拟解# 

由通常方法,不难证明: u
*
, v

*
是 IVP(1) 在 [ u0, v0] 中的耦合最小最大拟解# 

5)  在这部分, 我们证明 IVP( 1)在 [ u
*
, v

*
]中有一解 x

* # 事实上,对 P( G, Gc) I [ u
*
,

v
*
] @ [ u

* c
, v

* c
] ,令

  Â ( G, Gc) = A( ( G, Gc) , ( G, Gc) )

显然,我们只需证明:存在 x
* I [ u

*
, v

*
] , 满足: Â ( x

*
, x

* c
) = ( x

*
, x

* c
) 即可# 由第2步中
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的 � ) , � ) 知, 对 P( x , xc) I [ u
*
, v

*
] @ [ u

* c
, v

* c
] , 有

Â ( x , xc) = A( ( x , xc) , ( x , xc) ) \ A( ( u
*
, u

* c
) , ( v

*
, v

* c
) ) = ( u

*
, u

* c
) ,

及

Â ( x , xc) = A( ( x , xc) , ( x , xc) ) [ A( ( v
*
, v

* c
) , ( u

*
, u

* c
) ) = ( v

*
, v

* c
)# 

因此, Â 映[ u
*
, v

*
] @ [ u

* c
, v

* c
] 入[ u

*
, v

*
] @ [ u

* c
, v

* c
]# 由算子 A 的连续性可知Â 也是

连续算子# 

设 ( x n, x
c
n ) < [ u

*
, v

*
] @ [ u

* c
, v

* c
] , ( x , xc) I [ u

*
, v

*
] @ [ u

* c
, v

* c
] 满足

  ( xn , x
c
n) = co( ( x , xc) G Â ( xn, x

c
n ) )# 

显然,我们有

  A
*
( xn ) [ A

*
( Â ( x n, x n

c
) ) ,

  A*
( x

c
n ) [ A*

( Â ( x n, x
c
n) )# 

由第 4步证明过程,不难看出

  max A
*
( x n ) , A

*
( x

c
n ) [ Cmax A

*
( x n ) , A

*
( x n

c
) # 

再由 0 [ C< 1得到 A
*
( xn ) = A

*
( x

c
n ) = 0,于是 ( xn , x

c
n) 是 C( J , E ) @ C ( J , E ) 中的

相对紧集, 由MÊnch不动点定理(引理 3) 即知 Â 在[ u
*
, v

*
] @ [ u

* c
, v

* c
] 中有不动点( x

*
,

x
* c
) ,于是 x

* 就是 IVP(1) 的解, x
* I [ u0, v0] 是显然的# 至此定理 1结论全部得证# 

定理 2  设 P 是正则锥,条件H1) ~ H2) 成立, 假设 F在J @ E @ E @ E @ E 的任何有界

子集上都是有界的, 则定理 1结论成立( x
* 的存在性除外)# 

证明  除第 5步外,其证明几乎与定理 1证明完全相同# 唯一的差别是:代替条件H3) ,

结论 A( U( t ) ) = A( Uc( t ) ) = A( V( t ) ) = A( Vc( t ) ) = 0( t I J ) 直接由(17) , (18) 式及 P 的

正则性推出# 

注  当 IVP( 1)右端不含第三个变元时,本文定理 1,定理 2 给出的耦合最小最大拟解就是通常的最小解、

最大解# 

致谢  作者感谢郭大钧教授的指导、帮助# 
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On Monotone Iterative Method for Initial Value Problems

of Nonlinear Second Order Integrodifferential

Equations in Banach Spaces

Chen Fangqi,  Chen Yushu

( Depar tm ent of Mechan ics , Tianjin Univer sity , T ianjin 300072, P R China )

Abstract: Using the monot one iterative method and MÊ nch fixed point theorem, the existence of so-

lutions and coupled minimal and maximal quasisolutions of initial value problems for mixed monotone

second order integrodifferential equations in Banach spaces were studied. Some existence theorems of

solutions and coupled minimal and maximal quasisolutions are obtained.

Key words: integrodifferential equations; Kuratowski measure of noncompactness; coupled lower

and upper quasisolutions; monotone iterative method
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