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边值问题解的振动性
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摘要: � 讨论了一类非线性中立型抛物微分方程, 得到了该类方程的两类边值问题解振动的充分

条件��
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引 � �言

由于在力学、控制论等应用领域出现了大量的用偏泛函微分方程描述的数学模型
[ 1]

, 因而

对这类方程解的性态问题的研究引起了人们的广泛关注��对于具有偏差变元的抛物型微分方

程解的振动理论近年来取得了较大发展, 可参看文献[ 2~ 7]��但相应的理论仍需进一步完善

与发展��本文将考虑下列非线性中立型抛物方程

� � ��t
[ u + �( t ) u( x , t - �) ] + p ( x , t ) u + c( x , t , u) =

� � � � � � a( t )�u + �
n

i= 1
a i ( t )�u ( x , �i ( t ) ) � � ( x , t ) � � � R+ � G, ( E)

和两类边界条件

� � �u
�n

+ �( x , t ) u = 0� � ( x , t ) � � � � R+ , ( B1)

� � u = 0� � � � � � � ( x , t ) � �� � R+ , ( B2)

其中 �> 0为常数; R+ = [ 0, � ) ; u = u( x , t ) ; �是 R
n 中的Laplacian算子; �是R

n 中具有光

滑边界��的有界区域�� �( x , t ) 是�� � R 上的非负连续函数, n 是边界��上的单位外法向

量��

本文的目的是讨论问题( E) , ( B1) ( 或( E) , ( B2) ) 的解的振动性, 并建立一些振动准则��

定义 1 �问题( E) , ( B1) ( 或( E) , ( B2) ) 的解 u( x , t ) � C
2
( G) � C

1
( �G ) 称为在区域 G 内振

动, 如果对任意 t 0 > 0, 存在一点( x 1, t1) � � � ( t 0, � ) � G0 使得 u( x1, t 1) = 0成立��
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我们称条件 H) 满足, 如果下列诸条件成立:

H1) � �( t ) � C
1
( R+ , R ) ; 0 < �1 � �( t ) � �2, �1, �2 为常数;

H2) � a ( t ) , ai ( t ) � C ( R+ , R+ ) � i = 1, 2, � , n ;

H3) � p ( x . t ) � C ( �G , R+ ) ;

H4) � �i ( t ) � C
2
( R+ , R) , �i ( t ) � t , lim

t � �
�i ( t ) = � , 且 �i ( t ) 在( 0, � ) 上非减, i = 1, 2,

� , n ;

H5) � c( x , t , u ) � c( G � R, R ) , c( x , t , - u) = - c( x , t , u ) � ( x , t , u) � G � ( 0, � ) ;

H6) � c( x , t , u ) � q ( t ) h( u) , ( x , t , u ) � G � ( 0, � ) , 其中 q( t ) 是( 0, � ) 上正的连续函

数, h( u ) 是( 0, � ) 上连续的, 正的凸函数��

1 �边值问题解的振动性

对于问题( E) , ( B1) 的解 u( x , t ) , 定义函数

� � U( t) =
1

| � |��u( x , t ) dx � � t � 0, | � | = ��dx�� ( 1)

定理 1�设条件H) 成立, 若微分不等式

� � d
dt

[ U( t ) + �( t ) U( t - �) ] + P ( t ) U( t ) + q( t ) h( U( t ) ) � 0� � ( t � t 0) , ( 2)

的每一最终正解当 t � � 时趋于零, 则问题( E) , ( B1) 的每一解在 G 内振动, 或者

� � lim
t � ���u( x , t ) dx = 0,

其中 t 0 是充分大的正数�� P ( t) = min p ( x , t ) , x � �� ��

证明�假设不然, 即问题( E) , ( B1) 存在一个解 u ( x , t ) 在 G 内没有零点, 并且l im
t � ���u( x ,

t ) dx � 0�� 不妨设 u ( x , t ) > 0�� 则存在充分大 t 0使得 u( x , t- �) > 0, u( x , �i ( t ) ) > 0; ( x ,

t ) � � � [ t 0, � ) , i = 1, 2, � , n; 对方程( E) 关于 x 在区域 �上积分, 得

� � d
dt ��u dx + �( t )��u( x , t - �) dx +��p ( x , t ) udx +��c( x , t , u ) dx =

� � � � � � a( t )���udx + �
n

i= 1

ai ( t )���u( x , �i ( t ) ) dx � � ( t � t 0) , ( 3)

注意到 p ( t ) 的定义, 我们得到

� ���p ( x , t ) udx � p ( t )��u dx � � ( t � t 0) , ( 4)

由Green 公式, 得

� ����udx = ��� �u�n
ds = -����( x , t ) u ds � 0� � ( t � t 0) , ( 5)

� ����u( x , �i ( t ) ) dx = -����( x , �i ( t ) ) u( x , �i ( t ) ) ds � 0� � ( t � t 0) , ( 6)

由H6) 和 Jensen 不等式, 得

��c( x , t , u) dx � q ( t )��h( u) dx � q ( t ) h
1

| � |��udx | � | � ( t � t0) , ( 7)

利用( 4) ~ ( 7) 和( 3) , 我们得到
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d
dt ��udx + �( t )��u( x , t - �) dx + p ( t )��udx + q ( t ) h

1
| � |��udx | � | � 0

( t � t 0) ,

即由( 1) 定义的函数 U( t ) 是不等式( 2) 的正解且有

� � lim
t � �

U( t) � 0,

此与定理的条件矛盾��

若 u( x , t ) < 0, 令 �u( x , t ) = - u( x , t ) , 由条件H5) , 容易验证 �u( x , t ) 是问题( E) , ( B1) 的

一个正解, 此亦与定理的条件矛盾�� 定理 1证毕��

为研究问题( E) , ( B2) 的解, 我们考虑 Dirichlet 问题

� �
� u + �u = 0� � ( x � �) ,

u = 0� � � ( x � ��) ,
( 8)

其中 �为常数�� 由[ 8] 可知, 问题( 8) 的最小特征值 �0 是正数, 且可以选取其相应的特征函数

�( x ) 也是正的��

对于问题( E) , ( B2) 的解 u( x , t ) , 定义函数

� � V( t ) =
��u ( x , t ) �( x ) dx

���( x ) dx
� ( t � 0)�� ( 9)

定理 2�设条件H) 成立, 若微分不等式

� � d
dt

[ V ( t ) + �( t ) V( t - �) ] + P ( t ) V( t ) + q( t ) h ( V( t ) ) +

� � � � � � �0( a( t ) V( t ) + �
n

i= 1
ai ( t ) V( �i ( t ) ) � 0� � ( t � t 0) ( 10)

的每一最终正解当 t � � 时趋于零, 则问题( E) , ( B2) 的每一解在 G 内振动, 或者

� � lim
t � ���u( x , t ) �( x ) dx = 0��

证明 �假设不然, 即问题( E) , ( B2) 存在一个解 u ( x , t ) 在 G 内没有零点, 且

� � lim
t � ���u( x , t ) �( x ) dx � 0��

不妨设 u( x , t ) > 0, 则存在充分大 t 0使得 u( x , t - �) > 0, u( x , �i ( t ) ) > 0, ( x , t ) � � � [ t 0,

� ) , i = 1, 2, � , n; 对方程( E) 两端乘特征函数 �( x ) , 且关于 x 在 �上积分, 得

� � d
dt ��u�( x ) dx + �( t )��u( x , t - �) �( x ) dx +

� � � � � ���p ( x , t ) u�( x ) dx +��c( x , t , u) �( x ) dx =

� � � � � � a( t )���u�( x ) dx + �
n

i = 1
ai ( t )���u( x , �i ( t ) ) �( x ) dx � � ( t � t 0) , ( 11)

利用 Green 公式, 得

� ����u�( x ) dx = ��� � �u�n
- u
� �
�n

ds +��u��dx =

- �0��u�( x ) dx � ( t � t 0) , ( 12)

同理 � ����u( x , �i ( t ) ) �( x ) dx = - �0��u( x , �i ( t ) ) �( x ) dx � � ( t � t 0) , ( 13)
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由H6) 和 Jensen 不等式, 得

� ���c( x , t , u ) �( x ) dx � q( t )���( x ) dx � h
��u�( x ) dx

���( x ) dx
� � ( t � t0) , ( 14)

利用( 11) ~ ( 14) , 并注意到 p ( t ) 的定义, 得

� � d
dt ��u�( x ) dx + �( t )��u( x , t - �) �( x ) dx +

� � � � � � p ( t )��u�( x ) dx + q ( t )���( x ) dx � h
��u�( x ) dx

���( x ) dx
�

� � � � � � - �0 a( t )��u�( x ) dx - �0 �
n

i= 1
ai ( t )��u( x , �i ( t ) ) �( x ) dx � � ( t � t 0) , ( 15)

由( 15) 可知, ( 9) 所定义的函数 V( t ) 是不等式( 10) 的正解, 且有lim
t � �

V( t ) � 0�� 此与定理的条

件矛盾��

� � u( x , t ) < 0的情况, 类似定理 1 的证明, 亦可推出矛盾�� 定理 2证毕��

2 �边值问题的振动准则

以下我们通过对微分不等式解的振动性研究, 建立边值问题( E) , ( B1) 和( E) , ( B2) 的振动

准则��

由定理1 和定理2 知, 方程( E) 的解在 G 内振动的充分条件可以归结为下列非线性中立型

微分不等式的振动性质的研究

d
dt

[ x ( t ) + �( t ) x ( t - �) ] + �( t ) x ( t ) + �
n

i= 1
�i ( t ) x ( �i ( t ) ) + �( t ) h( x ( t ) ) � 0� �

( t � t0) , ( 16)

d
dt

[ x ( t ) + �( t ) x ( t - �) ] + �( t ) x ( t ) + �
n

i= 1
�i ( t ) x ( �i ( t ) ) + �( t ) h( x ( t ) ) � 0� �

( t � t0) , ( 17)

与( 16) , ( 17) 相应的我们可考虑下列中立型方程

d
dt

[ x ( t ) + �( t ) x ( t - �) ] + �( t ) x ( t ) + E

n

i= 1
Ai ( t ) x ( Ri ( t ) ) + B( t ) h( x ( t ) ) = 0   

( t \ t0)# ( 18)

定义 2 方程( 18) 的解 x ( t ) 称为振动的, 如果存在满足lim
t y ]

tn = ] 的 t n 使得 x ( tn) = 0# 

我们首先给出下面一个引理# 

引理[ 5]
 设下列条件成立

�)  x ( t ) I C( [ t 0, ] ) , R+ ) ,

�)  K( t ) I C( [ t 0, ] ) , R) , 0 < K1 [ K ( t ) [ K2, K1, K2 为常数,

�)  x ( t ) + K( t ) x ( t - S) \ k, S > 0, k > 0,

则存在集合 E < [ t 0, ] ) 和常数 k 1 > 0 使得

  x ( t ) \ k 1, t I E;  meas( E H [ t , t + 2S] ) \ S, t \ t0# 

定理 3 设下列条件成立
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A1)  K( t ) I C
1
( [ t0, ] ) , R) , 0 < K1 [ K ( t ) [ K2, K1, K2 为常数,

A2 )  Ri ( t ) I C
2
( [ t 0, ] ) , R, Ri ( t ) [ t , lim

t y ]
Ri ( t ) = ] , 且 Ri ( t ) 在( 0, ] ) 上非减, i = 1,

2, , , n,

A3)  A( t ) , Ai ( t ) I C( [ t0, ] ) , R+ ) ; B( t ) I C( [ t 0, ] ) , ( 0, ] ) ) ; i = 1, 2, , , n,

A4)  h( u) I C( R , R ) , h(- u) = - h( u) , 其中 h( u) 是( 0, ] ) 上正的单增函数,

A5)  对任一闭可测集 E < [ t 0, ] ) , 且 meas( E H [ t , t + 2S] ) \ S, t I [ t 0, ] ) 有下列

条件成立,

  
QE

B( t ) dt = ] , ( 19)

则有

�)  不等式( 16) 的每一最终正解当 t y ] 时趋于零;

�)  不等式( 17) 的第一最终负解当 t y ] 时趋于零;

�)  方程( 18) 的每一解振动, 或者趋于零# 

证明  ( �) 设 x ( t ) 是不等式( 16) 的最终正解, 则存在 t 1 \ t 0, 使得当 t \ t 1 时, x ( t ) >

0, x ( t - S) > 0 和 x ( Ri ( t ) ) > 0# 由不等式( 16) , 我们有

  
d

dt
[ x ( t ) + K( t ) x ( t - S) ] [ 0   ( t \ t 1) ,

因此 x ( t ) + K( t ) x ( t - S) 在[ t1, ] ) 上是单调减函数# 再由 x ( t ) + K( t ) x ( t - S) > 0, t \

t 1, 我们有

  lim
t y ]

[ x ( t ) + K( t ) x ( t - S) ] = C \ 0, ( 20)

若 C > 0, 则存在 t 2 \ t 1 使得当 t \ t 2 时有

  x ( t ) + K( t ) x ( t - S) \
C
2

> 0# 

因而由引理可知, 存在闭可测集 E < [ t 2, ] ) 和常数 C1 > 0使得

  x ( t ) \ C1  ( t I E) ;  meas( E H [ t , t + 2 S] ) \ S  ( t \ t 2) ,

由条件( A4) , 得 h( x ( t ) ) \ h( C1) = C2 > 0, t I E

从 t 2 到 t 对不等式( 16) 积分, 得

  C2
Q E H [ t

2
, t ]

B( s ) ds [
Q

t

t
2

B ( s) h( x ( s ) ) ds [

      x ( t 2) + K( t 2) x ( t2 - S) - [ x ( t ) + K( t ) x ( t - S) ] -

      
Q

t

t
2

A ( s ) x ( s) ds - E

n

i= 1Q

t

t
0

A i ( s) x ( Ri ( s) ) ds [

      x ( t 2) + K( t 2) x ( t2 - S) = C3# ( 21)

令 t y ] , 由不等式( 21) 得Q E
B( t ) dt < ] , 此与条件( 19) 矛盾, 因而有 C = 0, 即lim

t y ]
[ x ( t ) +

K( t ) x ( t - S) ] = 0, 由此可知l im
t y ]

x ( t ) = 0# 结论( �) 证毕# 

�) 注意到若 x ( t ) 是微分不等式( 17) 的最终负解, 则- x ( t ) 是不等式( 16) 的最终正解# 

因而由�) 即可得结论�) # 

�) 由结论�) 和�) 可知结论�) 成立# 定理 3证毕# 

由定理3, 容易得到下面的定理# 
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定理 4 设条件H) 和 A4) 成立# 如果对任一闭可测集 E < [ t0, ] ) , 且meas( E H [ t , t +

2 S] ) \ S, t I [ t 0, ] ) 有下列条件成立

  Q E
q( t ) dt = ] , ( 22)

则问题( E) , ( B1) 的每一个解 u( x , t ) 在 G 内振动, 或

  lim
t y ]Q 8

u( x , t ) dx = 0# 

定理 5 设定理 4的条件成立, 则问题( E) , ( B2) 的每一个解 u ( x , t ) 在 G 内振动, 或

  lim
t y ]Q 8

u( x , t ) 5( x ) dx = 0 # 
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O s c i l l a t i o n o f S o l u t i o n s f o r a C l a s s o f N o n l i n e a r

N e u t r a l P a r a b o l i c D i f f e r e n t i a l E q u a t i o n s

B o u n d a r y V a l u e P r o b l e m

W ang Pe iguang

( Depar tment of Mathemat ics , Hebei Univ er sity , Baodin g , Hebei 071002, P R China )

Abst ra ct : A class o f nonlinear neutral partial differ ential equations w as consider ed, and some o scilla-

tion criter ia for such equations subject to tw o different boundary value conditions are established.
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