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摘要:  构造了一类依赖于某一参数 D的多项式系统, 位于此系统的向量场中的多个相邻的单重

极限环可以随 D的单调变化而同时扩大(或缩小) ,不过这时极限环的扩大(或缩小) 不一定是单调

的# 由于这种向量场类似于旋转向量, 故称此系统的这些极限环关于 D形成/ 类旋转向量场0 , 它

们可以作为研究重环和分界线环分支的一种有效工具# 
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1  引言#类旋转向量场的定义

一个位于依赖于参数 A的多项式系统的旋转向量场中的极限环, 当参数 A单调变化时,

此极限环将会随之扩大(或缩小)# 但是在旋转向量场中多个相邻的极限环却不能随参数 A

的单调变化而同时扩大(或缩小)# 本文藉多项式系统的 Poincar�分支之助, 给出这样一类依

赖于某一参数 D的多项式系统, 使得此系统多个相邻的极限环却可以随此参数 D的单调变化

而同时扩大(或缩小)# 但这时极限环的扩大(或缩小) 不是严格单调的# 我们给出以下的定

义# 

定义 1  设 #D是依赖于参数D的多项式系统的向量场中的一个极限环,它位于一条闭曲

线 CD的充分小领域内# 如果 CD随D的单调变化而单调扩大(或缩小) , 而此极限环 #D却始终

位于 CD的充分小邻域内,则称此极限环 #D是随D的单调变化而扩大(或缩小) 的# 因为此向

量场与旋转向量场相似, 所以我们称此多项式系统的极限环 #D关于D形成/类旋转向量场0# 

2  类旋转向量场中多个极限环的实例

我们只考虑如下的三次系统
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在系统( 1)的两个方程右端同乘以 1/ (1+ y )
3
得
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系统( 2)当 L= 0时是Hamilton系统, Hamilton函数为

  H ( x , y ) =
2y - x

2
+ 1

(1 + y )
2 = h# (3)

当 h = 0时, (3) 表示抛物线 2y - x
2
+ 1 = 0;

当 h = 1时, (3) 表示一个孤立点 0(0, 0) ;

当0 < h < 1时, (3) 表示位于抛物线内部围绕点 0(0, 0) 的闭曲线族# 

为了讨论系统( 2)可能出现极限环的个数,按 Poincare分支理论[ 1]来讨论以下函数

  A ( h) = QQD ( h)
( PxL+ QyL)dxdy ,

在区间 0< h < 1内可能出现零点的个数# 这里D( h) 表示闭曲线(3) 所围区域# 计算A( h )

得
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1

(1+ y )
3[ 3a1x

2
+ 2a2xy + a3y

2
+ 2a5x + a6y + a8+ b2x

2
+

2b3xy + 3b4y
2
+ b6x + 2b7y + b 9] -

3
(1 + y )

4[ b1x
3
+ b2x

2
y + b3xy

2
+

b4y
3
+ b5x

2
+ b6xy + b7y

2
+ b8x + b9y + b10] dx dy# 

注意到区域 D( h) 关于 y 轴对称, 所以

A( h) = QQD( h)

1

(1+ y )
3[ (3a1 + b2) x

2
+ ( a3+ 3b4) y

2
+ ( a6+ 2b7) y +

( a8+ b9) ] -
3

(1+ y )
4 [ b2x

2
y + b4y

3
+ b5x

2
+ b7y

2
+ b9y + b10] dxdy =

Q
y
2

y
1

- 2a1+
4
3
b2 h + 2a3

1
1+ y

+ [ (2b5- 2b2) h - 4a1-
8
3
b2+

2a6- 2b 7- 4a3+ 6b4]
1

(1+ y )
2 + - 2a1+

16
3
b2 + 2a8- 4b9+

2a3- 12b4 - 2a6+ 8b7- 4b 5
1

(1+ y )
3+ [- 2b2 - 6b10 + 6b4-

6b7+ 6b9+ 2b5]
1

(1+ y )
4 1 + 2y - h(1+ y )

2
dy ,

这里 y 1 = - 1 +
1
h
-

1- h
h

, y 2 = - 1+
1
h
+

1- h
h

,设

  A= - 2a1+
4
3 b2, B= 2a3, C= 2b5- 2 b2,

  D= 4a1-
8
3 b2 + 2a6- 2 b7- 4a3+ 6b4,

  N= - 2a1+
16
3 b2+ 2a8- 4b9+ 2a3 - 12b4- 2a6+ 8b7 - 4b5,
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  G= - 2b2 - 6b10+ 6b4- 6b7+ 6b9+ 2b5,

  A ( h) = AhI 1( h) + BI 1( h ) + ChI2( h) + DI 2( h ) + NI 3( h) + GI4( h) , (4)
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对于 I 2( h) , I 3( h) , I4( h) 都可以用以上同样的方法通过初等积分法计算得
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计算过程从略# 将以上的 In ( h) ( n = 1, 2, 3, 4) 代入公式(4) 得
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则
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  A ( h) =
1- h

h
P( B+ Dc h + Ach + Ch h)   ( 0 < h < 1)# (5)

记    <( h) = B+ Dc h + Ach + Ch h   (0 < h < 1)# (6)

因为 <( h) 是关于 h 的三次多项式,所以 <( h) 在0 < h < 1内至多有三个实零点# 例如对

任意给定的 h1, h2, h3: 0 < h1 < h2 < h3 < 1 ,令 <( h1) = <( h2) = <( h3) = 0,即

  

B+ Dc h1+ Ach1+ Ch1 h1 = 0,

B+ Dc h2+ Ach2+ Ch2 h2 = 0,

B+ Dc h3+ Ach3+ Ch3 h3 = 0# 

从此方程组可解出 B, Dc, Ac得

  

B= - h1h2h3 C,

Dc = ( h1h2+ h2h3 + h1h3) C,

Ac = - ( h1 + h2 + h3) C  ( CX 0)# 

(7)

条件( 7)等价于

  

a3 = - h1h2h3( b5- b2) ,
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(8)

定理 1  在系统( 2)中任意给定 h1, h2, h3: 0 < h1 < h2 < h3 < 1 , 如果系统(2) 中的

系数满足条件(8) ,则当 0 < | L | n 1时,此系统的 Poincare 分支恰好出现三个极限环,它们分

别位于三条闭曲线

  2y - x
2
+ 1

(1 + y )
2 = hi   ( i = 1, 2, 3) (9)

的充分小领域内# 

证  因为 <( h ) 是关于 h的三次多项式, 所以知道当条件(7) 成立时, 方程A ( h) = 0在

0 < h < 1内恰好存在三个单实根 h = hi ( i = 1, 2, 3)# 即A ( hi ) = 0, Ac( hi ) X 0,根据文[ 1]

中的推论,系统(2) 当 0 < | L | n 1时,其 Poincare分支恰好存在三个单重极限环,它们分别位

于三条闭曲线(9) 的充分小邻域内, 又因条件(8) 与条件(7) 等价,所以本定理1的结论成立# 

证毕# 

设系统( 2) (即系统( 1)满足条件( 8) ,令 h1 = D3, h2 = D2, h3 = D, (0 < D< 1) , 则有 0 <

D3 < D2 < D< 1,系统(1) 变成以下形状
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由定理 1可知当 0 < | L | n 1时, 系统( 10) 的 Poincare分支恰好出现三个极限环,它们分别位

于三条闭曲线

  2y - x
2
+ 1

(1 + y )
2 = D2  ( i = 1, 2, 3) (11)

的充分小领域内# 我们把系统(10) 看作是只依赖于参数 D的系统# 有以下定理# 

定理 2  对于任意给定的小正数 E> 0,当 0 < | L | n 1时, 系统( 10) 的参数 D在闭区间

[ E, 1- E] 上单调变化时, 系统(10) 的三个极限环关于 D形成类旋转向量场,也就是当 D在闭

区间[ E, 1- E] 上单调增加(或减小) 时,系统(10) 的这三个极限环将随之同时缩小(或扩大) ,

且始终不消失# 

证  只证括号内的情形# 从定理 1可知, 在 D的参数区间[ E, 1 - E] 上所取的任意一值

Di , 必存在相应的 Li ( > 0) 值, 使得当0< | L| < Li时,系统(10) 存在三个极限环,它们分别位

于三条闭曲线( 11) 的互不重叠的三个小邻域内# 由于 Di 的集合 Di 是闭集[ E, 1- E] ; 并注

意到单重极限环关于系统(10) 的系数的连续依赖性,易推知集合 Li 必存在一个正的下确界

L0# 即 inf Li = L0 > 0# 因此在0 < | L | < L0的条件下,系统(10) 当 D取[ E, 1 - E] 上的

任一值时均存在着三个单重极限环,它们分别位于三条闭曲线(11) 的互不重叠的小邻域内# 

当 D在[ E, 1- E] 上单调减小时, 这三条闭曲线(11)将随之逐渐扩大# 而对应于这三条闭曲线
(11) 的互不重叠的三个小邻域也随着逐渐扩大# 而这三个极限环却始终位于这三个小邻域

内# 根据定义 1,这三个极限环都随 D的单调减小而扩大,而且不会消失# 证毕# 

3  结 束语

从以上定理 2的证明可知系统( 10)的这三个极限环的扩大不一定是单调的# 不妨举一个
形象化的比喻# 系统( 10)当 0 < | L | < L0时, 对于每个给定的 D I [ E, 1 - E] , 三条闭曲线

(11) 所对应的环形邻域好比三个环形笼子,它们互不重叠# 每个环形邻域内的极限环好比关

在笼子里的一条首尾相连的蛇# 当 D单调减小时,三个笼子将随 D而同时扩大, 笼子里的蛇

在笼子里扭动挣扎仍逃不出笼子# 所以极限环的扩大过程不是单调的,而是像蛇一样挣扎和

扭动着扩大的# 单调扩大只不过是极限环扩大过程中的一种极特殊的扩大形式而已# 

如果在定理 2中令 E y 0,即在系统(10) 中令 D y 0,这时系统(10) 变成如下形式
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(12)
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实际上系统( 12)是具有三阶细分界线环(即能分支出三个极限环)的系统的一个近似系统# 对

于具有分界线环的多项式系统,其精确形式一般是写不出来的# 至多只能写出它的近似系统

的形式# 以上结论的证明,以及与此类问题相似的重环情形,不是几句话所能说清楚的# 我们

将另文予以专门研讨# 

类旋转向量场的例子是很容易构造出来的# 而且不必一定是三个极限同时扩大 (或缩

小) , 也可以令它们随心所欲地变化# 可以令它们之中的两个或三个重合而出现二重环或三重

环;也可以令其中的一个或数个同时扩大而出现分界线形或细分界线环# 尽管所得到的这些

重环或分界线环的多项式系统的例子都是近似的,但至少可以证明具有重环或细分界线环的

多项式系统是存在的# 正因为这种例子很容易构造,所以它就成了研究重环和细分界线环分

支的一种有效工具# 
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An Analogue Rotated Vector Field

of Polynomial System

Shen Boqian

( Depar tm ent of Ma thematics , Lia on ing Normal Univer sity , Dalian ,

Lia oning 116029, P R Chin a )

Abstract: A class of polynomial system was structured, which depends on a parameter D . When D

monotonous changes, more than one neighbouring limit cycles located in the vector field of this poly-

nomial system can expand ( or reduce) together with theD . But the expansion (or reduction) of these

limit cycles is not surely monotonous. This vector field is like the rotated vector field. So these limit

cycles of the polynomial system are called to constitute an / analogue rotated vector field0 with D .

They may become an effective tool to study the bifurcation of multiple limit cycle or fine separatrix cy-

cle.

Key words: polynomial system; analogue vector field; limit cycle; PoincÀre bifurcation
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