
应用数学和力学
,

第 21 卷 第 4 期归汉刃年 4 月 ) 应用数学和力学编委会编
A PPlied M a th

~ tic
s an d Mec han ics 重 庆 出 版 社 出 版

文章编号
: 1(X X)

.

图87 (2(X X) )以义日5 7朋
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摘要 : 从边界积分方程出发
,

导出了二维裂纹体热传导问题及热弹性问题的积分方程组
,

继而使

用奇异积分方程与边界元相结合的方法
,

为其建立了相应的数值求解方法
.

此外
,

利用奇异积分

方程的主部分析法
,

严格地证明了裂纹尖端温度梯度场的 l/ 存 奇异性
,

并且给出了奇性温度梯度

场的精确解
.

最后
.

对一些典型例子
,

做了数值计算
.
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许多农产品和食品的加工
、

贮藏都需要一定的温度条件
,

工程中的结构和部件也常常工作

于变温的环境中
.

温度的改变可以导致热应力的产生
,

同时
,

在物体内部又不可避免地有类似

裂纹 的缺陷存在
,

热应力和裂纹之间的相互作用
,

可能导致裂纹的扩展
,

甚至断裂
,

造成不必要

的损失
.

因此
,

研究热应力载荷作用下的裂纹问题具有重要的理论价值和实际意义
.

早在 40 年代 Mo ts[
‘〕首先研究了具有狭长裂纹方形板的拉普拉斯问题

,

并发现了裂纹尖端

附近温度梯度的 l/ 吞 奇异性 ;在研究温度场作用下裂纹问题有关文献中
,

使用较多的是有限

元法 [z] 和边界元交替法 [s]
.

此外
,

在断裂力学中发展了一种由边界积分方程演化来的奇异积

分方程和超奇异积分方程方法
,

这两种方法操作比较规范
,

解析性比较理想
,

在 目前断裂力学

中应用较广卜
6〕

,

但在热断裂力学 中应用较少
,

还未见这方面的文献报导
.

本文使用奇异积

分方程与边界元法相结合
,

分析了稳态
、

瞬态热传导 问题及热载荷作用下的平面裂纹 问题
,

给

出 了问题的一般解
,

并在此基础上
,

将该问题归结 为一组混合型积分方程组
,

并为其建立了相

应的数值方法
,

这一方法在裂纹尖端做相应的解析与数值处理
,

可以较精确地模拟裂纹尖端附

近温度梯度及应力的奇异性
,

所 以可以达到很好的数值精度
.

此外
,

使用奇异积分方程的主

部分析法和渐近分析法
,

得到了裂纹尖端附近温度梯度的具体表达式
.

最后
,

对一些典型例

子进行了计算
,

获得了应力强度因子的数值结果
.

1 二维裂纹体热传导及热弹性问题的一般解

1
.

1 热传导问题
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考虑含裂纹的二维有限弹性体
,

裂纹线与坐标系的 仇 : 轴重合
,

如图 l所示
.

边界 厂上给

定温度 T 或温度梯度 q ,

裂纹上下表面绝热
,

则区域内任意一点的温度为 [v1
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其中
,

牙(右
, , t ) = r (如

,

o + ; r )
一 r (奋

1 ,

o 一 ; t ) 为裂
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,
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上式 k 为传热系数
, ;
为 内点 可

二 : ,

勺 ) 与边界点

Q (右
: ,

姚)或裂纹上点 (右
1 ,

0) 的距离
.

对于稳态热传导问题
,

式(l) 可简化为
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图 1 含裂纹二维有限弹性体
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在温度表达式中
,

未知函数为裂纹上的 烈Q
,

, )或f( 右
1
)及边界 尸上的 T 或q

,

如果求得这

些未知量
,

便可求得区域内任意一点的温度
,

于是问题得到解决
.

1
.

2 热弹性问题

考虑图 1 所示平面裂纹热弹性问题
,

边界 厂上给定外应力载荷 t‘或位移好
,

对于瞬态温度

场作用下的裂纹问题
,

只考虑温度随时间变化不是很剧烈时的准静力问题
,

这时
,

两种温度场

作用下的平面裂纹问题位移及应力在表达形式上完全类似
,

这里统一给出
.

记裂纹上位移间断的偏导数为
:

班 (
: t ,
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,

参

见文献【7〕
,
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其中
, a 为材料 的线膨胀系数

.

在位移表达式 (3)中
,

未知函数为裂纹上的 g *
(右

:
)

,

边界 厂上的位移
“‘
或应力 t‘

,

如果求得

这些未知盈
,

便可求得区域内任意一点的位移和应力
.

2 积 分 方 程 组

利用裂纹上 的边界条件及奇异积分方程方法
,

可得在裂纹上 的奇异积分方程 ;另外
,

在温

度表达式以及位移表达式中
,

令内点 p 趋向于边界 厂 上的点 尸
,

则得到边界积分方程
,

下面将

分别给出间题的奇异积分方程和边界积分方程
.

2
.

1 热传导问程

将时间分割成步长 △t 二 t : 一 t ; ,

T
、

q
、

矛取为时间步长上的常数
,

与时间有关的积分用解

析法算出
,

可得瞬态热传导问题的积分方程组为
:
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d ol ·

未知函数 f( 宁
, t Z )除了满足积分方程(4) 和 (5) 之外

,

还应满足如下条件
:

伽
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,
‘,“ ! 二 “ ‘ , ”

·

对于稳态热传导问题
,

式(4) 和(5)可简化为
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上式中
,

C (P ) 为与边界点 尸 有关的系数
.

2
.

2 热弹性问题

对于两种温度场作用下的平面裂纹问题
,

这里统一给出其积分方程组
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式中
,
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可 参

见文献【7」
,
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争
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1 ,
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·

在热传导问题中
,

积分方程 (4) 和(7) 是奇异积分方程
,

(1 1)

(5 )和 (8 )是普通 的边界积分方程
,
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使用奇异积分方程与边界元法相结合
,

来求解这组积分方程
,

便可解得裂纹上的f( 右
1

,

t) 及边

界 厂 上未知 T 或 q
,

代回温度表达式中
,

可得到 区域内任意一点的温度分布
.

与热传导问题相

似
,

在热弹性问题中
,

积分方程(9) 是奇异积分方程
,

(10) 是普通的边界积分方程
,

使用奇异积

分方程与边界元法相结合来求解这组积分方程
,

若解得未知的 决 (的
、 t : 和 : : 或

“ : 和 u2
,

则间

题得以解决
.

3 裂纹尖端奇性温度梯度场

这里就稳态热传导问题
,

证明了裂纹尖端附近温度梯度的性质
,

并给出了奇性温度梯度场

的具体表达式
.

根据 cau
c
冲 积分端点的性质 [s1

,

可设

当 乞
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,
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) 为有界 函数
.
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,

得
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召
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.

于是
,
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)
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.

如图 1 所示
,

在裂纹尖端附近一点 p (
x ; , 二 2

)
,

其坐标为
苏 l = b + r e o ss

, x Z = r sin s
.

二 二 : 一 i二2
, : 2 二 二 , + ix Z

,

利用性质(13 )
,

由(2 )可得
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弩
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省
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,

(14 )
、

(巧 )即为裂纹尖端附近温度梯度场的精确表达式
.

4 数值方法及应力强度因子计算公式

对于热传导问题及温度场作用下的热弹性问题
,

由于不考虑热变形对热传导的影响
,

所以

热传导 问题可独立求解
.

在两种 问题所得到的积分方程组中
,

边界 r 上是普通的边界积分
,

而在裂纹上的积分则有奇异性
,

这里采用奇异积分与边界元法相结合来求解
.

对于边界 r 上

的积分采用普通的边界单元法进行离散
,

详细过程这里不再说明
.

对于裂纹上的积分
,

采用

。川c
hy

一

伪
ebysh ev 求积公式 [s]

,

为此引人量纲为一的参数
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其中
。 二 (b 一 a )/2

,

d 二 (b + a
)/2

.

设函数
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。 (之)

尸(人)。(几)
,

人(又) 二 乓(几)。(几)
,

(l 一 几2 )
,忍 (

一 l ‘ 几 ‘ l)
·

(17 )

利用文献〔8] 介绍的方法
,

则裂纹上的积分可由如下公式计算

笋味
d“

兴
“

鸽概
格料}

J.二

,二�.

!
J

( 18 )
,压一.

I
J

-一犷

式中

其中

; , 二 。。。

煞于皿
二

j 二 1
,

2
,

⋯
, n ,

军i 二 c o s 生
7r

几

二 1
,

2
,

⋯
, n 一 1

.

由此可将积分方程组化为一组线性代数方程
,

限于篇幅
,

这里不给出具体表达式
.

解这组代数

方程
,

可求得边界 r 和裂纹面上所有的未知函数
,

由此可求得裂纹端部的应力强度因子
:

K I 。

K 一r
。

一 4 ( l 一 , 2
)

E
一 4 ( l 一 , 2

)

护毛‘
,
(
一 l )

,

K l 。

护丢C
Z
(
一 x )

,

天 n ‘

E
= 一 百Z丁

-

一叭兮、l 一 F一 )

E
= 一 升

. 2 、

, 、1 一 v 户

儿C ,
( l )

,

在c Z
( l )

,

其中 E
, v
分别为材料的弹性模量和泊松 比

.

5 数 值 结 果

为 了说明前面介绍的方法的应用
,

计算了几个数值例子的应力强度因子
.

例 1 热载荷作用下带中心裂纹的矩形区域

考虑带裂纹的矩形区域
,

其边界条件如图 2 所示
.

裂纹上为绝热条件
.

表 1 给出了裂纹

长度对区域内 OC 线上温度的影响
.

由表 1 可见
,

裂纹长度相同时
,

内点距离裂纹越近
,

则对

温度的影响越大 ;对于相同的内点
,

裂纹越大
,

则对温度的影响越大
.

,

t
! C

T 二
T0

甲 二 0

.
本文

—
文〔2 ]

叮
J yl

。
苏

二 ”

卜 2c 叫
叶 奋 0.

q 二 0

T 二 0

巨一—
‘ - - - 叫

图 2 带中心裂纹的矩形区域

带中心裂纹的方形 区域
,

不受其它外力

图 3 温度场作用下的矩形区域中心裂纹结果比较
,

在本例中温度场作用下
,

裂纹尖端处于 I 型断裂
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状态
,

裂纹的量纲为一的应力强度因子 K 呈二 K l /a TO E 花随裂纹长度的变化见图 3
.

由图可

见
,

本文结果与 H el le n 等[z] 用有限元法获得的结果符合得很好
.

例 2 带裂纹矩形区域瞬态问题

带裂纹矩形区域瞬态热传导的初始条件和边界条件见图 4
,

裂纹上为绝热条件
,

热弹性边

界条件见图 5
.

其中 ‘
’
二 kt/ 护

,

取
。T ; E 二

PO
.

记 K 主二 K l / P0 八
,

K 益
二 K n / P0 几

.

不

同时刻应力强度因子随裂纹长度变化值如表 2 所示
.

表 1 裂纹长度对内点温度的影响 (T/ TO ) (L 二 h)

(((
二 / 乙

,

了/ L ))) (0
.

0
,

0
.

1 ))) (0
.

0
,

0
.

2))) (0
.

0
,
0

.

3))) (0
.

0
,
0

.

4 )))

无无裂纹纹 0
.

666 0
.

777 0
.

888 0
.

999

eee / L 二 0
.

111 0
.

6 3 999 0
.

7 2000 0
.

8 1 111 0
.

卯555

eee / L 二 0 222 0
.

7 1 111 0
.

, 肠肠 0
.

8努努 0
.

9 1888

eee / L 二 0
.

333 0
.

7 8 111 0
.

8 1888 0
.

8几几 0
.

93444

eee / L 二 0
.

444 O
‘

翻444 0
.

段1999 0
.

侧】777 0
.

姑 222

裹 2 K笼随时间及裂坟长度变化值 (L 二 h)

eeeee / L 二 0
.

111 c / L 二 0
.

222 c / L 二 0
.

333 e / L 二 0
.

444

ttt “ = 0
.

222 4
.

7 5 5 777 4
.

7 58 777 4
.

76 1 333 4
.

, 曰 888

‘‘. 二 0
.

333 4
.

1 13 666 4
.

122 333 4
.

133 000 4
.

149 222

ttt . 二 0
.

444 4
.

仍3 666 4
.

1洲阵 111 4
.

仍 5 777 4
.

砚义巧 222

‘‘.

~ 0ooo 4
.

0 22 000 4
.

仍3 333 4
.

例礴 999 4
.

仍7 666

, , 犷下, , 、 ,今.!ly

T 二
7’l

q 二 0

}络
0

卜 2c 叫

.

一一争
写

q 二 0

T0 = Z TI

T 二 T I

卜一一一 “
- - - 叫

图 4

6 结 论

通过以上分析
,

得出如下结论
:

(l) 通过与其它方法的 比较
,

可以看出本文方法的正确性
.

圈 5

同时
,

由于本方法在裂纹尖端
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做相应的解析与数值处理
,

可以很好地模拟裂纹尖端附近温度梯度及应力的奇异性
,

所以可以

达到较高的数值精度
.

(2) 由数值算例的计算结果
,

可 以看到温度场对裂纹尖端应力强度因子的影响
.

一般来

讲
,

对于瞬态问题
,

在初始时刻
,

应力强度因子随时间的变化较大
,

其后随时间的变化
,

逐步趋

于稳定
.
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