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摘要 : 参照 L洲
~

W
e n山ro ff 格式的构造方法

,

就双曲型方程
、

抛物型方程和双曲
一

抛物型方程
,

构造了

一种新 的IRS (如Pli 改 , 记耐
s

~ 面飞 )格式
.

该 IRS 格式有二阶或三阶时间精度且大大地拓宽了

解的稳定区域和 CFL 数
.

这种新的 IRS 格式有中心加权型和迎风偏向型两种
,

并用 ~ Ne

~分析方法分析了格式的稳定范围
.

讨论了在透平机械中 ,
’

一
‘

泛应用的 D aw 佣 方法的局限性
,

发现该

方法对稳态问题得出的解与时间步长的选取有关
,

对粘性问题求解时
,

时间步长受严格限制
.

最

后
,

结合 Tv D (t加d y

而at ion di 而ni sl “ng )格式和四阶 R u n即
一

K ut ta 技术
,

用 I邢 格式和 D a

weS 方法对二

维反射激波场进行 了数位模拟
,

数值结果支持本文的分析结论
.
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引 言

一般的隐式法可写为(傅德薰〔1 ]
,

Hi 二h【2」)
:

{隐式部分 } = {显式部分 }
,

(l)

MaC O nna
c k[s] 指出现代的隐式格式可写为

:

{数值部分 }次U = {物理部分 }
.

(2)

物理部分反映空间方向物理参数的变化规律
,

数值部分反映时间方 向的变化规律
.

对稳态问

题求解
,

解的精度由物理部分决定
,

解的效率由数值部分决定
.

【Hs 格式 [ 4 ]是现代格式的一

种
.

事实 上
,

结合时间多步技术和多重网格法
,

IRS 格式已是加速稳态问题解收敛的一种标准

技术
.

Bl aze k 等阁提供了两类 IHs 格式
,

即中心加权型和迎风偏向型 IRs 格式
,

相 比中心加权

型 IRS 格式
,

迎风偏向型 IRS 格式有更大的优点
.

本文对时间相关方程
,

基于 1力以
一

W e n dj ro ff 格

式[e1 构造方法
,

重构了高精度 IRs 格式
.

发现 D

~
方法 [,] 只是本文构造的中心加权型 IRs

格式的一特例
,

并分析指出 D~
s
方法对稳态或粘性问题的求解存在着局限性

.

该方法得出

的解与时间步长的选取有关
.

本文 以 2
一

D 反射激波问题为例
,

结合 Ye e[
8 , 9 ]的对称 T V D 格式和

四阶 R u n g e 一

Ku tta 技术
,

用偏迎风 IRs 格式
、

Jaln
e

son [4」的标准 IR S 格式
、

D

~ 方法分别求解
,

详细对比分析了各种 m s 格式的特点
.
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(s)(’)(s)(e)2ui

1 时间相关方程 IRS 格式

1
.

1 离精度 !RS 格式的构造

考虑一维抛物型模型方程
:

a u 刁Z u

丽
= c
石乎

,

对时间项用泰勒级数展开有
:

。
1 二

un+ 知
: ·

合豁
△‘)2 +

含知
△,

)s+
·

⋯

将方程 (3) 代人方程(4)
,

有
:

一
。

⋯分
△, ·

告
·

鑫(箭)
‘△: , ’ ·

·

⋯

离散方程 (5 )
,

可有表达式
:

(卜告裔叼
△

u?:
·

备、 ,
,

其中
: △““ = “” 1 一 矿

,

环 为二阶空间导数的差分算子
,

巧一 (1
, 一 2

,

l) 即 玩
“‘ = ui

一 1 -

+ “‘, 1 ,

方程(6) 为抛物型方程的中心加权型 IRS 格式
,

由方程 (5) 和(6) 可知
,

该 IRS 格式有二

、、产、,矛、.2,声00OJ�
‘‘了、了.、了扭、

阶时空精度
.

对一维双曲模型方程
:

口u a u 。

子
+ a

子
二 0.口t 丁 . 刁x 一 。 ,

采用类似的方法
,

可构造两种不同的 m s 格式
,

分别写为
:

长压几
X 户

一

(△护、)
△

小
一

贵
, 卜告瓮拼呵

,

扩一6
一

二
)
△。卜

一

瓮8xu :

伍鱼公

1 + 旦

2

‘矛..,、,矛J..、、

其中毋 为迎风空间差分算子
,

ax 为空间差分算子
.

方程 ( 8) 为中心加权 IRS 格式
,

有 3 阶时间

精度
,

如 8
二

代表中心差分算子
,

格式 ( 8) 为 L玖
.

We nd m ff 型 IRS 格式
.

方程 (9) 为偏迎风型 IR S

格式
,

有 2 阶时间精度
.

对稳态问题
,

解的精度由空间差分算子 台声梦决定
.

更一般地
,

考虑一维双曲
一

抛物模型方程
:

a u 口u aZ u

不
+ a

五
二 ￡

万
( 10 )

对时间项采用泰勒级数
,

也可得到表达式 (4)
,

将 ( 10) 式代人 (4) 式
,

得
:

。。+ : 二 “。 +

(
一 。

赘
+ 。

杂)
△ , ·

零袋(△: , ’ ·

、 甘 舟 。 汤 I ‘ 口 X

(量‘
△ , )2 ·

誓
(△: ) 3)鑫(瓮)

· ⋯
,

( 1 1)

⋯
’ =

⋯ (一会二今)
△ , ·

合(一最二鑫)(箭)
(△: )2 +

·

⋯ ( 12 )

双曲
一

抛物方程的 】R S 格式可分别表为
:

( I ) 中心加权 I以
一

W面面近 型 IR S 格式
:

(卜 (黔
饭瓮砰)

、)
△·

一之
氏⋯ (2 (△二弃+

(
a △r )2

券)巧
un , “, ,



高精度隐式参差光滑格式的构造

(11 ) 偏迎风 IRS 格式
:

、了、、、.户.

4
�t�..111.

护.‘、了.、

(
‘·

号瓮: 一

合器叼
△扩 =

一熟u’’+
·

备Dzu :

为保证物理粘性影响大于数值粘性
,

方程 ( 13 )中应有 :

土
a Z
(△ : )

2

2 (△二 ) 2
△君

鉴 “

万瓦矛
.

方程 ( 15) 严格限制了时 间步长的选取
,

大大降低了 IR S 格式相比显式格式的优越性
.

由于

(△t )
2
项

,

即 (
a△ t )

2 / 〔2( △x) 2
〕几衅

,

该格式对稳态流场的求解也存在着局限性
,

该项的存在
,

使得 IRS 格式所得的结果可能与时间步长的选取有关
.

J田n e so n & B a ke产]发展的标准 IRs 格式
,

对双曲
一

抛物方程
,

可写为
:

(l
一 ,

袋箫小心一郎u?+ 合
巧时

其中 ) 为大于 0 的系数
.

显然该格式可用于稳态和粘性流场的求解
,

但该

时间精度
.

( 16 )

IR S格式只有一阶

,
,

2 时间相关方程 旧S 格式的一般表达式

采用 J~ son & 浅压e
产 ]的标记符

,

令 R 代表光滑的残差
,

元代表光滑后 的残差
,

中心加权

型 m s 格式的一般表达式可写为
:

一

旗
i _ , +

( l + Z a
)元

‘ 一
碗

‘+ : 二 双‘
,

(一7 )

其中对抛物方程的 I璐 格式 (方程 (6 ) )有 : a = 。△: / 【2( △x) 2〕; 对双曲型方程的 肠
x .

w en dro ff

IR s格式 (方程 ( s ) ) 有 : 。 = (
a △: )

2 / [6 (△
二 )2 ] ; 对双曲

一

抛物方程
,

中心加权 加
x ~

跳
n do ff

IR S格式 (方程 ( 13 ) )
,

有
: 。 =

(
a △‘)

2 / [6 (△
:
) 2 ] + 。△ , / [ 2 (△

x
) 2 ] ;而 Jame son & B a k e r 的标准

IR S 格式 (方程 ( 16 ) ) 则有
: 。 = y (

a △l ) 2 / (△x ) 2
,

y 为系数 (该格式只有一阶时间精度 )
.

迎风 IR S格式可写为
:

{
一 ( 。 + 夕)及

i 一 , + ( l + 。 + 2召)元
‘一

瘫
‘+ : = R ‘

一

睡
i 一 ; + (一

。 + 2夕)孟‘ 一 (一
+ p )元‘

+ : 二 R ‘

a ) 0 )
,

a ‘ 0 )
,

而偏

( 18 )

其中双曲方程的 m s 格式 (方程 (9 ) )有 : a 二 a △t /( 劝x)
,

召
= 仇而对双曲

一

抛物方程的 IR S格

式 (方程 ( 14 ) )
,

则有
a = a △ : / (2△ x

)
,

召
二 。△: / 〔2 (△

x ) 2〕
.

1
.

3 D a 四仑S 隐式法

AF 分解法在空气动力学的计算中发挥着 重要 的作用 [ ’0, ”〕
,

对双曲
一

抛物方程
,

D

~ [;] 发

展
一

了一种隐式方法
,

由于 D ~
s
在透平机械领域的杰出贡献

,

该方法获得了广泛应用 ( Ha th aw ay

[ 12 ]
,

Store
r & Cu m p s ty [ 13〕

,

K ra in & Ho ffi 刊川 [ 14 ] )
.

考虑双曲
一

抛物方程 ( 10 )
,

用二 阶中心差分

格式离散对流项
,

采用与 IR S 格式 ( 13) 构造相类似的构造方法可得到类似于 IR S 的格式
,

有
:

[ z + △ : (砒
一 。占毛) ]△

u = 一 △, (砧加
一 砧伽 ) 二 双

,

( 19 )

其中 砚
,

占氢为一阶和二阶导数项的中心差分格式
.

对大时间步长和高 R ey no lds 数
,

格式 ( 19)

失去了对角占优性
,

不易得到左边矩阵的逆矩阵
.

D aw
e s
在方程 ( 19) 式两边乘以系数矩阵得

如下隐式表达式
:

〔了
一 △t (砧皇

一 e占戛) ] [ I
+ △t (砒

一 砧乳) ]△
u = R

’ ,

(加 )

其中 双
‘ =

[ z 一 △r (砧旦
一 叻乳) ]双

.

(2 1 )

现在我们展开 ( 20 )和 ( 21 )式
,

并忽略无穷小量
,

可得到如下表示式
:

( z 一 a Z(△t )2占氢)△
u = 一 △: (砧加

一 砧伽 ) + (△t )2 a 2占伽
.

(双 )
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显然
,

该式显式部分对流项的离散格式为 L以
.

w 七耐lID 任格式
.

由于存在项 (△, )2扩占伽
,

该格

式在大时间步长下对稳态间题进行求解
,

获得的数值解与时间步长的选取有关
,

且由于该项的

存在
,

在 △t ) 。 / 护下
,

其数值粘性大于物理粘性
,

因而对粘性流场的求解
,

时间步长也受到严

格限制
.

D a

wes 法相当于一步显式格式外加一步 L双
.

从飞n dn 迸 型 m s 格式
,

并非两步显式格式

外加 m s 格式 [’2 1
.

2 IRS 格式的 von N e

~
稳定性分析

采用 von N e

Umann
稳定性分析方法(H幼sc h〔幻 )

,

可得到抛物型方程 IR S 格式(式(6) )的放

大因子为
:

‘ 二 1 一
l + 4 a sinZ (8 /2 )

’

其中 d = 。△t / 【2( △x) 2 ]
,

显然该放大因子对任意时间步长均不大于 1
,

即该

定
.

同样可得到其它 IR S 格式的放大因子表达式如下
:

双曲方程
,

中心加权 L双
.

W七n山旧任IBS 格式(式(s) )的为
:

‘ =

卜映会默我留
偏迎风 IR S 格式 (方程(9) )的为

:

(23 )

m s 格式无条件稳

、、、了于.产
月冲口j,‘,翻了

住、.2、

C = l
i, sin s

一 1 + 2 , s inZ (8 /2 ) + i, sin s

对双曲
一

抛物方程
,

中心加权 L玫
.

W e侧肠ff 型 I咫格式(式(13 ))的为
:

G == l 一 l + 2 (
, + 2口 )

。i矛(8左) + iv sin o

其中
口 = 。△t/ 〔2 (△

x
)2」

, , == a △: / [2△
二

] ;偏迎风 IRS 格式
,

(方程(14 ))

‘ 二 1 一
(2

v2 + s a
)
sinZ (8忍) + i, sin o

1 + (4
口 + 2 /3

, 2 )
sinZ (口/2 )

’

(26 )

的放大因子可写为
:

(27 )

对方程(24 )
一
(27 )

,

容易证明对任意时间步长均有
: l ‘ l‘ 1

,

因而根据局部线性化假定
,

由

。 N

euman
n
稳定性分析方法得出本文发展的 IR S 格式是无条件稳定的

.

多步显式技术可用以进一步加速解的收敛
,

假设 2
一

D 欧拉方程的半离散式写成
:

瓮
= “‘U ,

’

(28 )

则四阶 R Un 罗
一

Ku tta 法可表为
:

u (, ) 二 伊 + R (酬)△r /4
,

u (2) 二 伊 + 双(右(, ) )△:乃
,

一

u (3 ) = 伊 + 尺(v (2))△t几
,

u (4 ) == 护 + R (u (3 ))△r
,

护
+ l 二 U (4 )

.

(29 )

IR S 格式可应用于每级
,

这样便于在大时间步长下获得稳定的收敛解
.

3 算例验证
—

反射激波问题

对 1
一

D 双曲型模型方程
,

H血忆n [ ’5〕提出了
“

总变差递减
”

(TvD )概念构造高分辨率格式
,

swe 时
’6〕基于对添

峨飞爪伙赶格式加限制器构造了一阶和二阶 TvD 格式
,

但不宜于用隐式法
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求解
.

Y七eIS,9 ]基于对中心差分格式加限制器构造了显隐对称 Tv D 格式
,

并推广到 2
一

D 欧拉方

程
.

对于 2
一

D 反射激波场
,

二阶精度对称 Tv D 格式
、

四阶 R un 罗
一

Ku tta 法
,

结合 D

~ 隐式法

1

~
的标准 IR S(Stll 妈(S切叮d田月 IR S))格式及本文发展的偏迎风 m s 格式

,

求解反射激波流

场
.

边界条件可表述如下
:

进 口条件
:

材 . = 2
.

9
,

尸。 二 l
,

户。 = l ; (3 0 )

固壁条件
:
取滑移边界条件

,

在上边界进 口保证 29
“

的激波反射角 ;

出口条件
: p

,

p
, “ , 。

按 内令日
二 = 0 外推而得

.

在 61 x ZI 的网格下
,

所得的结果示于图 1 及图 2 中
.

图 1 显示不同隐式法在大 CFL数和

小 CFL 数下所求的半高处压力系数 (马 二 (Pi
.

加记 一 尸。
)/ (p

. u
蕊/2 )

,

p ‘.

加d 为半高处的压力

值 )
,

可以看出大 c几数下
,

由于格式粘性项(△: )2护占认 的作用
,

D
~

s
方法得出与 Fu o( 一阶

迎风 )格式相似的结果
,

而 St IR S 格式和 UI R s( 偏迎风 IRS )格式
,

即使在大 CFL 数下也给出很

好的激波分辩率
.

图 2 为 Daw es 法在不同 CFL 数下 (CFL
= 0

.

4
,

CFL
二 1

.

0
,

CF[.
二 10

.

0 )
,

Sd R S(C几 = 10
.

0 )和

U IR S(CF’L
= 10

.

0) 格式所求得的等压力线图
,

可以发现大 CFL 数下
,

用 Daw
e s
法获得 的结果精

度低且分辩率不高
,

而 StIRS 和 UI RS 格式则可以获得几乎相同的高分辩率结果
.

这主要是稳

态问题的计算精度由空间差分格式的精度决定
,

当空间采用二阶精度 TV D 格式时
,

由于 St 1RS

和 Ull访 格式并不引人二阶格式粘性项
,

所 以二者得出几乎相同的高分辨率结果
.

UIR S (10 )
~ ~ 望卜- 曰

O

Daw eS (0
.

4 )
- - 刁-

肉

0

D awe s(1
.

0 ) (10 )

一 , 合
.

- 0

D aw e s
(

一- 早
,

-

0 0
.

5 5 2 2
.

5 3 3
.

5 4 4
.

5

图 1 2- 0 反射激波流压力系数



3 70 倪 明 玖 席 光 王 尚 锦

CFL
二 0. 4 D a wes 法

1
.

00

I0

CFL = 1 0 D aw es 法

1
.

00

0
.

7 5

0
.

50

0 25

0
.

00
0

Cn
J

二 ro
.

O I)a w份 法

1
.

田

0
.

7 5

0
.

50

0 25

0
.

00
0

.

加 0
.

34 0
,

68 1
.

0 3 1
.

37 1
.

7 1 2
.

05 2
.

39 2
.

73 3
.

0 8 3
.

4 2 3
.

7 6 4
.

10

口飞 二
10 0 U IR S 格式

1
.

00
0

.

7 5

0
.

50

0 25

0
.

00
0

.

伪 0. 34 0
.

68 1
.

03 1
.

37 1 ” 2. 05 2
.

39 2
.

, 3 3
.

()8 3
.

42 3
.

7 6 4
.

10

CF! 二
10

.

0 S[ IRS 格式

1
.

00

0
.

7 5
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高精度隐式参差光滑格式的构造

4 结 论

1
.

参照 L江
.

We
n山ro ff 格式构造方法

,

对双曲型方程
、

抛物型方程和双曲
一

抛物方程
,

本文构

造了新的 IRS 格式
,

该格式有二阶或三阶时间精度
,

且大大拓宽了显式格式的稳定范围
.

2
.

本文发展了中心加权型和迎风偏向型两种 m s 格式来求解流场
,

由于存在与时间步长

有关的格式粘性
,

文章证明了中心加权型 L玫爪飞浏喃任 IR S 格式对稳定和粘性流场的求解存在

着局限性
.

3
.

本文证明了在透平机械中获得广泛应用 的 D awe s
隐式法类似于单步 1忍不飞

n面君 型

IR S 格式
,

对稳定和粘性流场的求解也存在着局限性
.

4
.

本文用 D aw es 隐式法
、

Jame so n
标准 IR S 及本文发展的偏迎风 IRS 格式结合 Yee 的二阶

精度对称 T 日)格式
,

在不同 CFL 数下对反射激波流场求解的结果支持本文的分析结论
.
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