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摘要 : 用有限区间上的截断 4 阶 B 样条
,

构造了有限区间上的 4 阶样条小波
.

这些小波由边界小

波和内部小波组成
,

对某一尺度
,

它们组成了有限维的小波空间
.

于是
,

任何有限区间上的函数皆

可表示为该区间上的尺度函数和小波函数的有限和
,

即小波级数
,

这克服了用无穷区间上的小波

进行有限信号处理时
,

在边界上误差较大的不足
,

同时将该小波用于偏微分方程具有 同样重要的

意义
.
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引 论

小波分析是近年十分热门的研究课题
,

其应用的一个重要方面是偏微分方程的数值分析
,

其优越性已经有所报道〔
’
,2. 3,4 ]

.

以往得到的小波是分布在整个数轴上的
,

而对偏微分方程的

定解 问题
,

未知 函数常常分布在某一有限区间
_

L
,

因此
,

将有限区间内的函数展开成小波级数
,

在边界上的处理常常是所关心的一个问题
.

常用的处理方法有 [5, 6] : 一种方法是将定义在【o
,

l] 区间上的 函数认为在该区间外为零
,

此区间上的函数被简单地延拓到整个数轴上了
,

于是可

以利用无穷区间的小波理率来处理此函数
.

但是
,

这种方法 由于此函数在 区间端点处不连续
,

将带来较大的误差
,

为此需要增加边界小波的数目
,

使计算量增大
.

另一种方法是将有限区间

土的函数展成一个周期小波级数 ;而 目前研究的焦点是集中在对有限区间上小波的构造上
.

因为
,

研究表明
,

有限区间上的小波
,

对每一个尺度空间和小波空间
,

其维数是有限维的
,

这样

任何区间上的函数皆可展成有限维的小波级数
,

这无论是对信号处理
,

还是对偏微分方程的求

解
,

都具有重要的应用意义
.

本文在总结〔6
,

7
,

s] 的基础上
,

具体构造出了在有限区间上的 4
一

阶样条小波
.

一旦该小波

构造出来
,

象样条函数一样
,

把该样条小波应用于力学的分析计算
,

将产生重要 的意义
.

1 〔O
,

l] 区间上的多分辨分析和小波的定义

定义 , (【o
,

l] 区间上的多分辨分析) 一个函数 f( x) 任 护〔0
,

1」(平方可积空间 )称为产

生多分辨分析(即 MRA )
,

是指如果它产生一个巢形闭子空间 吟
”

,

” ,

并且满足如下条件
:

·
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, ,

这里 z
,

是正整数集合 ;

5 ) {f(
二 一

k) } *。 ,

, 为中
·

’] 的一个 Ri
e sz 基(坛d

e x
为指标集 )

,
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,
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其中 {ck }为产空间中的序列
,

则函数 扒
二
)称为形成一个多分辨分析

.

如果一个函数 甲(劝 产生一个多分辨分析
,

那么 甲(x) 称为尺度函数
,

尺度函数通过伸

缩和平移变换
,

即定义函数 今(
二
) 二

尹甲(2jx
一 i) 则按多分辨分析的定义

,

称 (
二
) 是空间

巧
”

·

‘’的基数
,

而 j称为尺度水平
,

峪
0. ”称为尺度空间

.

定义 2( 〔0
,

1 1区间上的小波 ) 一个函数 沪(劝 任 护【0
,

l] 称为小波
,

如果它为多分辨分析

的正交补
,

即对尺度空间 可
O. ’] 有弓旦钾

=

吟
0. ” 田 呵

0. ’〕
,

这里 。 为直和
,

呵
0, ‘, 称为小波空

间
,

即 叫
0. ” =

clo 时 <冉
.

。e z
,

)
,

如果 今(二 ) =

尹价(2,x
一 ‘)‘呵

0, ’](j
,

k 任 z
,

)也是一个

多分辨分析
,

则称 ghji (
二
)为尺度水平为 j 的小波

.

如果内积
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,
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(1)

式中外为 K二ec ker a
一

函数
,

这时的小波称为正交小波 ; 否则
,

称为半正交小波(如样条小波)
,

或称为非正交小波(如墨西哥帽小波 )
.

2 样条空间与尺度空间

因为任何 【
a ,

司 区间的函数 f( t )
,

通过变换
二 二

间上 的函数
.

因此只须考虑【0
,

l] 区间的函数即可
.

阶 B 样条函数汽(
x
)定义为 (. 为偶数 )

(r
一 a

)/ (b 一 a
)

,

则f(
x
)变为 [o

,

l] 区

在计算力学中
,

常用偶数阶样条函数
,

。

、(
二

卜 而告而鑫
(
一 , , ‘

(万)(
其中

(:)
=

可兴丽
,

‘

一)!: {

x 一 介一 粤
名

(2 )

(
: 一 a )

p ,

0
,

) 0,

< 0
,

这个函数的紧支集为 i 一 m 忍
,

。左】
.

按样条函数理论
,

定义在 【O
,

l] 区间上的一个分划如下
: 0 =

分别向区间左右两端各增加 m 忍 一 1 个结点
,

即

劣一 。左十 l < x 一 。左+2 < ⋯ < ‘ _ l < x0 = 0 < xl < ⋯

1 < x 柑 _

初 +l <
’

“ < 翔
+ 用左 一 l

,

其中结点

x 。 < x l <
’ ‘ ’

< 彻
_ 用 / 2 二 1

.

< 翔
一 邢左 二

x 。 =

叭
,

‘ = 一

晋
+ ,

, 一

晋
+ 2

,

一 N +

晋
一 ,
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步长 hj
二 2

一j
,

结点总数为 N + 1 二
2j + L

以上述结点形成的样条函数构成一个 m 阶样条函数空间
,

其基 函数为如下 B 样条函数

l一N
一一甄

“
‘
’二

、(
一

晋
+ ,

, _

贵
一

刁

晋
+ 2

,

=

甄(2
一

坛 一 i)
,

h

一 N +

晋
一 ‘

, } (3)

形成的空间记为

凡
,

, =

{甄
.i (x )

,

‘ 二 一

鲁
, 1

, 一

鲁
+ 2 ,’ ~ ,

N +

鲁
一 ;

,

N 二 万下
.

(4)

“ “
J

这个空间是线性空间
,

其维数为

d im (凡
,

i)
二 2, + 。 一 1

.

(5 )

取样条函数为尺度 函数
,

则理论上可证明
,

该样条函数形成一个多分辨分析
,

而 可
0, ”为尺度

空间
.

可0,l
, = 凡

,

, 的维数由式(5) 确定
.

3 [0
,

l] 空间上的小波空间

有 了尺度空间
,

则可通过该空间来构造小波函数以及小波空间
.

文献【6
,

7
,

s] 已经提供了

构造该类小波的定理
.

现总结并改写如下
:

l) 构造 Z ln 阶样条空间

亏
2 . ,

《
‘ = {巾

2 .
(2j

+ , x 一 i)
: i 二 一 二

,
一 m + l

,

一 N + 二 一 l} ; (6 )

2 ) 使 2 。

魏
。

.

阶样条空间满足端点边界条件
,

构成另一个空间

:
, =

{
‘
(
x
) 任 亏2仍

,

:
l : , (, )(。) 二 0

, , == o
,

l
,

一 In 一 l ; , = 0
,

l}
; (7 )

3) 使 2) 中的空间满足小波条件
,

即有如下空间

森心
二

{式劝 ‘ 魏
m

刃
:
s( 雌)

= 0, k 二

0,.
二

,zi }
.

(8)

注意
:
结点集合为 砰

= ‘ 二
{雌健盖劣

, ,

雌
= k Zi

,

k 二 一 二 + 1
,

⋯
,

2, + m 一 1
.

于是
,

有 下列定理
:

定理 1 对任意的 m 任 z
十 ,

。 阶导数算子 D ” 把空间 s旦
. ,

心变成小波空间呵O,1
’

,

并且该

小波空间的维数为 2,
.

定理 2 对所有 j e z
, ,

如果 2j ) 2 。 一 1
,

将存在 2j
+ ‘ 一 2。 + 2 线性无关的内部小波

,

它

们可表示为
,

ghii (
二
)

= 沪(践
一 i) = 2 , 一 , 。

艺(一 l)‘
一

,
2。 (、 + l 一 2 。 )巾压: )

2‘+ 。(
二
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,
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,

⋯
,

2, 一 2。 + 1
.

(9)

其紧支集为
s u p pPji (

二
) = s u p p汽 (2,x

一 i) = [ 12
一 j ,

(2。 一 l + i)2
一j]

.

定理 3 对所有 j任 z
, ,

如果 2j ) 2 。 一 1
,

在 。
一

边界上将存在 m 一 1 个边界小波
,

这些小

波可表示为
,
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一 1
,
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⋯ l
,

{ T I 一 rZ
,

3屁一2 + 2‘

,

二
,

‘
_ 1
}
T ,

{ a } =
{
。 ; , a Z ,

⋯
, 。。 _ ,
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上面小波函数的紧支集为
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x
) 二 s u pv沪(2,x

一 i)
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[o

,

(2 。
一 2 + i)2

一j}
,
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,

⋯
, 一 1

由对称性
,

即 0
一

边界小波的指标变换
,

io Zj 一 Z m + 1 一 i
,

可得 1
一

边界小波如下
:
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,
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4 4 阶样条尺度空间与小波空间构造

当 。 等于 4 时
,

可构造 4 阶样条尺度空间为

5 4 ,
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4
,

‘
(
x
)
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,
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一
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,

有 7 个截断样条函数
,

它们为
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,
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一

边界上
,

同样也有 7 个截断样条函数
,

它们为
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,
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·

为形成 裂
,

罗空间
,
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截断函数代人 (8) 的边界条件
,

最后可得 3 个独立的基函数
,

但是用上述 7 个函数直接处理边

界条件
,
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.

为此
,

先用上述 7 个 O
一

边界的截断函数来构造 7个线

性无关的边界基函数
,

这些基函数可表示为 7 个截断函数的线性组合
,
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可以证明上述 7 个函数线性无关
·

代人上述边界条件
,

可知 裂
,

犷中的 3 个独立的边界基函数

为 B l
(
x
)

、

B Z(
:
)和 B 3 (

x
)

,

这 3 个边界基函数的图形如图 l 所示
.

有了这 3 个边界基函数
,

就可以构造小波了
.

l) 由定理 2 得内部小波为

今(
二
) = 2

一 ,

名(一 l),
: (、 + l 一 2。 )中粱

‘+ * (
x
)

,

s
叩p [八(

x
)] = [ 12

一j
,

(7 + i)2
一j]

.

”
’

‘ ’ ‘ ’

‘ 一 ”

} (18 )

2) 由定理 3 得 压边界小波为

嵘(
x
) 二
护(2jx

一 i)
= 2

一,

(
a。{

4 , ‘2j
·‘二 , + 0

.

4

朋犷)(2j
+ ’二

) +
留盖

4 )(2j
+ ‘二

) +

习(
一 l )场

8
(* + l 一 2 ‘

0
.

3

0
.

2

七二 4

一 8 )。尸(2j
十’二 -

一 6 0 2

i 二 一 3
,

⋯ (19 )

‘、.....Jr,

‘
、夕,几

k一

其中
, a 、

夕
、

y 由下式确定
(a ) B 一(

二

) 的图形

....卜.....卜....1!

4内
r�,‘-.

⋯
00000

.

8

0
.

6

0
.

4

0
.

2

一 4

几 =

~ 2

(b )

0 4 0 6

几 (劝 的图形 ( e ) B 3 ( x ) 的图形

圈 , 边界甚函数圈形

10 + 2 ‘

(
一

名 ( 一 l ) , : ( 、 , l 一 2 1 一 s )。 : (2 1 一 、) )
奋二 4

i 二 一 3
,
一 2,

a B I (2 ) +
咫

2 ( 2 ) + yB 3 (2 ) = yI ( l 二

a B : (4 ) +
朋

2 (4 ) +
yB

3 (4 ) 二 yl ( l =

a B I (6 ) +
咫

2 (6 ) + yB 3 (6 ) 二 yl ( l 二

其紧支集为

一 1
,

l =

l)
,

·

2 )
,

3 ) ;
·

l
,

2
,

3 ;

s u pv今(
: ) = s u pp人 (2jx 一 i ) =

[ o
,

(7 + i )2
一j]

,

i = 一 3
, 一 2

,

⋯
, 一 l

3) 1
一

边界小波

价专(
二 ) 二 沪‘(

护[zi ( 1
-

2jx 一 i ) =

讨
.

艺
一2二 +

卜 ‘( l 一 二 ) =

: ) 一 (2j 一 Zm + l 一 i ) ] =
护[2j ( l 一 x ) 一 (2j

2, 一 2 爪 + 2
,

⋯
,

2, 一 琳 二 2j 一 6
,

2j 一 5
,

2j 一 4 ( In 二

_ 7 一 i )〕

4 )
.

.

�
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其紧支集为
su
即心(

x
) 二 su

即此才
一 7一 ‘(

二
) 二 [ 12

一‘
,

1〕
.

(加
a
)

(a) (b)

田 2 内部小波

0
,

0 15

0
.

0 10

0
.

仪巧

0

一 0
.

1】)5

一 0
.

0 10

~ 0
.

0 15

(
。
)

八八八
!!!

{{{{{
___

倒倒倒
0

‘

0 15

0
‘

0 10

0
.

加5

0

一 0
.

加5

一 0
,

0 10

~ 0
.

0 15

圈 3 仆边界小波 圈 4 卜边界小波

由下面的定理可知
,

为保证至少存在一个内部小波
,

取
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j0 二 m in {j〔 z
, :
2j ) Z m 一 1}

,

则按上面的定理可构造出尺度水平为 j0 的边界小波和内部小波
.

可按小波理论的伸缩和平移特性求得图
.

(2 1)

对尺度水平 j 妻 j0 的小波
,

于是对 m 二 4 的样条小波可知
,

j0
二 3

,

利用 MA TH EMAT ICA软件可 以按上面推导
,

得到尺

度为 J’0 的小波如图 2 一 4 所示
.

1
.

内部小波 2 个 (j 二 j0
二
3)

l) i 二 o (图 2 (
a
))

2 ) i = l(图 2 (b ))

2
.

0
一

边界小波 3 个 (j
二
j’0 二 3)

1) i = m 一 l = 一 3 (图 3 (
a
))

2 ) i = 一 2 (图 3 (b ))

3) i = 一 l(图 3 (
e
))

3
.

1
一

边界小波 (j
二
jo 二 3)

1) i = 2 (图 4 (
a
))

2) i = 3 (图 4 (b ))

3) i = 4 (图 4 (
e
))

5 结 论

本文用截断四阶 B 样条构造 出了有限区间上 的内部小波和边界小 波
.

有限区间内的样

条空间
,

这里也是尺度空间
,

和小波空间一样是有 限维的
.

任何在有限区间 内的函数
,

可按上

述尺度函数和小波函数
,

作有限维展开
.

这对小波在数值分析
、

处理信号 的边缘效应等方面
,

具有重要的应用意义
.
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