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摘要 : 把非线性釉y肠沙阻尼引人标准线性固体枯弹性介质的uI 型破裂的控制方程 中
,

此方程是

一个偏微分积分方程 ; 首先设法消去积分项
,

得到一个三阶非线性偏徽分方程
,

然后用小参数摄动

法
,

得出线性化的各阶渐近控制方程 ;把每一个具有变系数的三阶线性控制方程分解为弹性部分

及剩余部份
,

而前者的解析解为已知
,

后者是一个二阶变系数线性偏徽分方程 ; 它化不成 州恤而eu

方程
,

也化不成 H沮方程
,

故采用 W KB】的方法得出其渐近的解析解
.
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如图 1 所示裂缝
,

在其上下两边界上有垂直于纸面的分布剪切外力作用
,

上下边上作用的
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分布剪切力大小相等方向相反
,

而裂缝端部因应力集中而达到断裂韧性之后就开始失稳破裂
,

从而释放能盆而激发破裂速度加快
,

但在失稳破裂后
,

介质的分子之间有剧烈的内摩擦而产生

粘滞性阻尼
,

加上裂缝两边剧裂的外摩擦
,

又使破裂速度衰减直到停止破裂
.

例如地展中倾滑

断层(师 山p 肠山It)产生的垂直型构造地展就是班型断裂
,

发展后在断层两侧常发现有烧灼痕

迹的断层泥(侈扣梦)存在
,

就是剧烈的外摩擦产生的
.

因此这个失稳破裂的运动过程包括运动

初期的激发及运动后期的衰减只能用非线性 R ay le妙 公式川才能表达
.

圈 1 . 胡为一的皿裂破级示 . 圈 圈 2 标准钱性钻弹性固体椒皿

既然有重要的内堆裸产生的粘弹性阻尼存在
,

则研究断裂动力学问题时
,

采用粘弹性介

质模型就比单纯的弹性介质模型更合理
.

本文采用图 2 所示 的三元件的粘弹性模型
,

称之为

标准线性粘弹性固体
.

因为一个枯壶与一个弹黄串联的 M川, ell 模型当外力作用时无瞬时平

衡似流体
,

一个枯壶与一个弹黄并联的 voi 砂模型当外力作用时无瞬时变形似刚体
.

图 2 的

三元件模型克服了上述两种二元件模型不足之处 [2]
,

是较为合理的适用于变形固体的粘弹性

棋型
.

当然只是初步的适用模型
,

若采用多于三元件的粘弹性模型
,

可 以更真实地反映事物

本质
,

但求问题的解析解就太困难了[3]
.

由文献【4] 可知
,

标准线性粘弹性固体的初始条件和本构方程为
:
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在(l) 和 (2) 两式中
,

F (日是应力
,

u( 日是应变
,

E R
是松弛弹性系数

.

括号内的项可知
,

当 t一 00 时
,

粘壶作用完全松弛
,

由弹簧完全控制
,

数
.

现在讨论本文问题的控制方程
.

(l) 考虑 肠叮le i沙 阻尼有t 纲的班型弹性断裂动力学的控制方程
:

(2)

由(2 )式积分号内的方

E R 表此特征的弹性系
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’
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_ 2 (红
.

红、_
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.
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(2) 考虑琳咖‘沙阻尼有里纲的标准线性粘弹性固体的介质班型断裂动力学的控制方程
:

考虑(2) 式的本构方程及下面含参数积分的求导数公式
:

令

到
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于是本文问题的量纲为一的控制方程为[s1
:
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本文问题的本构关系式的量纲为一的形式是
:

~ 会
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在(4) 式中的 ‘及场是量纲为一的两个剪应力分量
,

以 ‘表介质的剪切弹性系数
,

表示有量纲的剪应力
,

则

(4 )

以几及几

‘ 二 (‘ /C )及 、 = (肠/ ‘)
.

方程(3) 的边界条件是
:
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,
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,
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在(5) 式中
, a

(劝为裂缝端点在
二
方向的t 纲为一的位移

.

方程 (3) 的初始条件是
:
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各阶渐近控制方程

我们已经在文献〔6] 中证明
,

(3) 式中非线性项的阻尼 系数

} (6 )

B < 1 是个小参数
,

故有展开

。(劣
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首先要设法消去 (3) 式中的积分项
.

为此
,

对(3) 式求 t 的偏导数得出的式子与(3) 相减消

去积分项
,

可得
:
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在 (8) 式中
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把(7 )式的展开式代人 (8) 式
,

得出各阶的线性渐近控制方程
.

零阶渐近控制方程
:
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一阶渐近控制方程
:
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) ;

各阶渐近控制方程的定解条件中
,

除了下列的零阶渐近方程(10) 的边界及初始条件
:
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一阶及更高阶的渐近控制的定解条件都是齐次的零定解条件
.

2 各阶渐近控制方程的求解

引人 Gal
ilco 变换

,

把固定坐标系
:
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:
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代(17) 式的 万b u ri e r
级数人(16) 式

,

应用 Fou ri er 级数的正交性而得下列两个变系数常微分

方程
:

、.产少、,J了
QUQ
�

‘.且月.二r
、Z石、

万黔( ; ) 一 ( 。 一 通)入涤( , ) 一 [栖
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+ 3 0 2 ( : ) ) ]A黔( , ) -
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矛 + 。无2 m 2
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,
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众丝
业

d ( t )

+

号
、 一

号一
2 ·。‘
小黔‘小命

〔‘(小
艇 ( , ) a ( : ) 一 A‘ ( , ) 一 n Z

矛( d 3 ( ‘) 一 2咖 ( ,

川 A留( , ) = 0
.

为表达 R叮le igh 阻尼公式中包括运动初始有激发和运动后期的衰减的破裂速度
,

本文采

用下列 的一个半波 的正弦 函数来表达
:

‘ ( t ) =
a M s , n

云t
, [o ‘ r 落 2云]

.

(20 )

在 (20 )式中 : 云为从失稳破裂开始直至破裂速度达到极大值时所需量纲为一 的时间
,

d M
为量

纲为一的最大破裂速度
.

因此 (20 ) 式定义的破裂速度的变化符合 R ay lei gh 阻尼的要求
.

当

然还有其他符合 R ay lc igh 阻尼所要求的变速破裂速度的公式
.

例如可采用二次代数抛物线公

式

【o 镬 : 簇 2 云]
,

二 a M
.

但半个正弦波表达的破裂速度公式
,

可导致控制

.一

.rt一舫a ( : )

此式满足 吐 (0)

2。M

(
1 -

。 (2 云) = O及 d (动

方程变为熟习的 M a th ieu 方程
,

便于求解 ; 而二次代数抛物线表达 的破裂速度公式
,

只能导致人

们未曾研究过 的某个变系数的二阶常微分方程
,

当然还有其他适用于 R ey lei gh 阻尼 的破裂速

度公式
,

如悬链线
,

等
,

但是都不如半个正弦波公式有利
.

按照常微分方程解析理论的 Fuc ha 定理 [;]
,

( 19) 式这个常微分方程的变系数在 t = o 及 t

= 2 云即失稳破裂开始及停止时有奇异值
,

则其解必为长期项 (s e cul a r te rm ) 而应舍去不用
—

这是奇异摄动方法规定的准则

—
使控制方程的解符合力学的本质

.

现在
,

只须求解 ( 18 )

式这个三阶变系数的线性常微分方程
,

因为它的系数在定义的闭区间【0 鉴 t ‘ 2司 没有奇异

值
.

还必须强调指出
:
既然 ( 18 ) 式是线性常微分方程

,

迭加原理的应用就是正确的
,

迭加原理

适用于一切的线性 问题
,

大家熟知的非齐次线性常微分方程的解
,

就是由满足齐次方程的通解

迭加满足非齐次项 的特解所组成
.

若 L 为线性算子
,

函数
u = “ : + “ 2 ,

则恒有 L( u) 二 L( u1

+ 。2 ) 二 L(
u : ) + L(

“2
)

.

下面我们求解 ( 18 ) 式时就应用迭加原理
.

已知 R 叮k igh 阻尼作用时弹性介质 111 型破裂问题须要求解下列二阶常微分方程 [s] :

入票( , ) 一
从梁( : ) + [ m

Z ( 无2 一 ‘2 ( , ) ) + 无2 n 2 ]左票( , ) = 0
.

( e )

把 ( C )式求一次导数而得 :
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Z ( 无2 一 a Z ( , ) ) 一 无2 n 2

]矛A梁( , ) -

Z m ,
矛。( : ) a ( ‘) A黔( , ) 二 0

.

( D )

采用下列变换
:

: 二

剖卜普)
,

, 黔( : ) = , 梁( : ) = 。

朋嘿 ( ‘) =

J 曲 、 ‘ I

e
、[誓(卜誓)]

·

黔‘T ,
,

则 (C )式或 ( D )式化为标准的 M ath i e u
方程

:

(2 1 )
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矛
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用 WK叮方法 [9] 得出(E) 式在稳定区域的近似解
:
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在(F) 式中
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·

由(1 8 )式减去(D )式而得
:

义黔(
, ) 一 [矛。2 * (户

一 ‘2 (, )) + 通 + 护
。2 * (户

+ 3 a 2 (: ))]A票(
, ) +

!(
3 * ·

乎
。(, )。(:卜 ‘2 · ‘。2‘, , · 。‘: ,

)
一‘ ·

* , . ,矛}
, 留(

, ) 二 o
·

(22 )

于是
,

由求解 (18 )式这个变系数线性三阶常徽分方程的问题
,

简化为求解 (22 )式
,

使之变

为求解变系数的二阶线性常微分方程
,

从数学运算上大大简化了求解的工作
.

从力学观点上

看
,

(18) 式中包括了问题的弹性部分即(D) 式或(C) 式
,

又包括了 (22 )式所代表粘滞性与弹性

藕连的部分所代表的控制方程
,

而图 2 的枯弹性三元件模型被称之为标准粘弹性线性固体
.

这就说明了以上把(18 )式分解为(c) 或(D )式再迭加(刀 )是正确的
,

力学惫义及数学原理都很

清楚
.

为求解(22 )式
,

引人下列变换[ l0] :

。

票(
‘) ==

g留(
, ) ==

(22 )式化为
:

a留(
, ) +

(23 )

, .且..J

山‘d
、.尹

二‘
了.、, 裂(

, )
exnJ 卜告

‘留

一 [‘m
Z
矛(户

一 a Z(t )) + * n Z矛(汤
+ 3 0 2 (t )) ]

. }

了黔(
: )

人黔(
, )

z票(
, )

“

黔(
, ) = o

,

、留(小青r
‘黔(

, )] , -

(t )
,

(抖)
(0)m君

l一2

= * 2 m 2、 ·

州
9 :

苏
。(: )。(: ) · * 2 + 。‘1 + 。‘, ,

)
d (, )

·

再引人变换 [10 〕
:
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z黔(
r )

。

票(
: )

二 一

I扭
“, + ‘黔“’ u

留(
, )

,

篇 (: )
二 一 , 13 0

2 一

妙
(。2 一 3 。 , )

“
r

。, n

臀
一 ‘n ,矛‘备

。‘n

舜

. ....Jlse
J..

【音压
, ‘乱‘“

, 一 ’n , ’+
动

+ 塑望
, 4

. , 肠 卜
d备(m Z 一 3 n 2 ) +

户矛(衬
+

粤
。
幼cos 警

,

币八缸矿
一 3 。, )

。os 粤
,

石 . 乙 ‘

(25 )

、leses.l百甚.且jl.rwewe

+

一n一

黔(
, ) 二

{
3、。* + 。二, , +

誓
。、

一

音[省和; (。
2 一 3一)

币矛(。
, , 。 , ) 一 ,

}
因为 三 = 1/ (1 + a

)
,

故 1龙

1
‘ :

.

> 1 为大参数
,

令 [l0 ] :

·

留(
: ) 二

exn 【六I嘿
‘: ,‘

:

1
,

(26 )

则(24 )式的第一式化为 R ic 。毗i方程
:

去。留(
: ) ,

鲁[嘿 (, )] , 一

怪识 (小
‘票(

, ) 二 。
.

丫 口 “ “

(27 )

设
:
户 二 l/ 存

> 1
,

故有下列展开式
:

嘿 (。) =

习嘿
. ‘
(, )户

一 ‘.

(28 )

代(28 )式的展式人 (刀 )式
,

比较户的同次幕的系数而得到
:

嘿
嘿

.

1

, :
(: ) 二 一 它黔

,

。(, )忍嘿
,

。(, )
,

一 [嘿
,

。(, )]2 }左嘿
,

。(: )
,、..

产
宁即

了口‘
、

�.二

,

嘿
,

。( , )

嘿
,

2 ( : )

*
丫斋 ( , )

,

{ g 留( , ) -

y黔
,

‘, : ( , ) = 一

【嘿
,

‘( , ) +

名嘿
,

, ( : )嘿
, ‘+ 卜, ( , )}忍嘿

.

。( : )
,

(29 )

( i ) 2 )
.

至此
,

我们已得出零阶渐近方程的两个线性无关的级数解
,

即以 嘿
.

。( : ) 分别取正值和

负值的表达式而得来
,

其中的通解常数要求初位移和初速度来决定
.

比较 ( 9) 式及 ( 10) 式和 ( 11) 式可知
,

一阶及更高阶的渐近控制方程与零阶渐近控制方程
,

在方程的左端是相同的
,

只是右端不同
,

即零阶为齐次方程
,

一阶及更高阶的为非齐次方程
.

由文献【10] 可知
:
令 价: 及 价: 表示齐次方程的通解

,

则对应的非齐次方程的特解为
:

30

, ...‘,‘.
..J, : ( ,

卜 , 篇
,

2 (
可豁

, : ( : ) d , 一 , 辍
, , (
可豁

二: ( : ) d : ,

平( : ) == 价霖
.
: ( : )杯告

.
2 ( : ) 一

笋篇
,

: ( , )笋霖
,

2 ( , )
,

( i 二 l
,

2
,

⋯ )
.

A辘( : ) 是下列非齐次线性方程

义盈( : ) + g 篇( : )A留( : ) + 人篇( : )连禽( , ) == 万盈( : ) ( 3 1 )
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的特解
,

且有

、、J产

2份J
2‘
‘
、

1
.

!
JH默(

! ,
=

丁J:
/ ‘

!(势)
’ · 3 *

(势
H黔‘

! ,
=

可J:
“

I(势)
’

豁
+ 。*

2 刁Z w o
’

a rZ
e o s爪兀泞e o s n 兀y d泞dy

,

a o o 、2 aZ w o

a‘ J a ‘2
sin m 兀泞e o s n 兀了d泞d了

,

、、...了
. 矛r‘..飞、

所以一 阶及更高阶渐近控制方程的解也就求出了
.

3 讨

(l)

论

本文要求解的 (24 )式
,

由(25) 式表示其系数的公式中
,

含有

兀 t
.

兀乙 代 t Z代乙
s , n 云

、 “, n
亨

、 c o s
一

百
、 c o s

~

万
一

等 4 项变系数
,

它不 同于下列 Hi n 方程
:

令
·
(、

· 2 “!一 , 二 2 “2一“ · · ⋯ ,一
”

·

因此
,

只有把(24 )式化为 (2 7) 式 的 Ri cc ati 方程
,

再用 W KBJ 方法得出 (27 )式 的级数式解 (29 )

式
。

(2) 在文献〔1 1」里
,

我们用原始的幂级数方 法去求解(18 )式这个变系数三阶线性常微分

方程
,

因此初始条件就要有 3 个 : 即已知初位移
、

初速度和初加速度
.

这最后一个初始条件是

任何固体动力学所没有的
,

是违反了动力学规律的
.

其实 (18 )式出现最高阶为三阶导数
,

是为

了消除(3) 式的积分项 而对它求 : 的偏导数才出现的
,

这是在演算过程中人为的增加的而非本

构方程所应有的项
,

在本文中我们已除去 了这种人为的错误
.

(3) 用断裂动力学得出强震地面运动的解析解是国内外十分重视的课题
,

系统地提 出这

个课题的是著名断裂力学专家
,

J积分的创始人 J
,

R
.

形ce 仁’2 ]
,

但在这个文献中只提出了没有考

虑阻尼作用并假定破裂速度不变的控制方程
.

地壳中发震断层失稳破裂产生的构造地震是危

害最严重也是最常见的地震
,

在距震源很近的极震区地面
,

地震波传播时间太短可以忽略不

计
,

因此地面运动便是驻波或称振动
,

而距震源较远处才产生行波
.

最快的是体波中的纵波速

度
。p ,

其次是体波中的横波速度
c 。 ,

最后才是面波中的 R ay lei gh 波速度
。, : 和 肠ve 波速度

。L ·

以花岗岩中波速为例
: 几

、 二 6
,

s k耐
, , c 。 = 3. 74 k耐

s , c : = 0
,

95
c 。 , c R = 。

.

91 ‘
.

所以
,

地

震波传播到距震源较远处的震害当然不如极震区的震害为烈
,

而在极震区即震级 M
,

) 7 的浅

源地震即震源小于 巧 km 时
,

地震烈度往往大于 8 级时
,

垂直地面运动是造成震害的主要原

因〔13 ]
,

本文的成果适用于此类情况
.

(4) 本文(7) 式的小参数摄动展开
,

只适用于 。‘ < Bi 的情况即小振幅时
.

若在 w ‘〕 Bi

的大振幅时
,

则不能用小参数展开使控制方程(8) 线性化
,

只能用适合所有边界条件的振型函

数代人控制方程约化为非线性常微分方程而求解
,

如我们在文献〔14 ] 对水平地震时所激发的

水库中动力压力对斜面水坝的作用所得的解析解那样
.

这时
,

对于约化而得的非线性常微分

方程组
,

只能用逐次迭代法求解
.



非线性阻尼作用下标准线性固体粘弹性 111 型破裂的解析解 42 3

〔参 考 文 献 ]

【1〕 玲圳回 . A H
.

为由侧加以初砚 to 月朔触角侧肋n ”忿肠琢洲eS 【M〕
.

N曰泞 yb饮
: J曲n 认习留 & S沮‘

,

198 1
,

147 · 148
.

〔幻 王启宏
,

等
.

材料流变学〔M〕
.

北京
:

中国建筑工业出版社
,

19 85
,

20 一 29
.

【3〕 刘保国
,

孙钧
.

岩体粘弹性本构模型识别的一种方法【J〕
.

工程力学
,

199 9
,

16 (1 )
: 18 一 25

.

〔4〕 孙嗯 Y C
.

月翔钧山对勿朋 of s以记对比切州冶「M ]
.

N 白盯 ybrk
: l、叮‘。卜I刊1硫

,

1965
,

20 一 30
,

印 -

63
.

[ 5 ] K留印OB B a
,

H 竿加~
肛山拍c 只 阳。印以汀钾。

~
哪曰甲1; 。 n 详四期b H o ro c邵川Ia [J]

.

几MM
,

l姚
,

”

(3 )
:

33 1 一 337
.

【6〕 范家参
,

徐平
.

有激发和衰减的有限长裂缝 11 型破裂过程的研究〔J]
.

应用数学和力学
,

198 2
,

3

(5)
二689 一 7肠

.

【7 〕 戈鲁别夫 B B
.

微分方程解析理论讲义【M」
.

路见可
,

齐民友
,

译
.

北京
:

高等教育出版社
,

195 6,

左7 一 23()
.

【s] 范家参
.

包括激发和衰减的倾滑断层破裂过程的解析解【J〕
.

地震研究
,

1 982
,

5 (3 )
: 332 一 驯4

.

〔9〕 王竹澳
,

郭教仁
.

特殊函数概论【Ml
.

北京
:

科学出版社
,

1
娜

,

71 1 一 7 13
.

〔10 〕 卡姆克 E
.

常微分方程手册【M ]
,

张鸿林译
.

北京
:

科学出版社
,

1叨7
,

15 1 一 巧5
,
174 一 177

.

【川 F田I J远由曰 l ,

1、时 〔h 闻公川MO
.

The m 团 d m 由阳印1成 n 甲电职 of ”记如 留 s‘. 司巨心如. 犷 峨止d un
-

der 及叻呐蜘如侧吨〔A〕
.

In
: 日‘1 s P

,

sw ax 忱 s E
,

压m
.

B D 如
.

于、欢
;

加
’

l〔劲丫on 五跃”礴刀映戒
-

句劝昭兀肠 讯 矛竹川触掩 of Cb拍。想te 口搜止月沁肪【C〕
.

卜随w 狡)r k : 曰跳劝巴
,

1989
,

142 一 巧 1
.

〔12 」 功倪 J R
.

n 祀 MeC址时。 of 助讨哪欧
e R 甲加re 〔R ]

.

卜旧F G娜姐
1那 孙哪翎

n G月狱止凡扭
.

12少铭 & Us

众洲面娜硫 of 五血川or 份刘侧妙 3 犷谈粉 C田血翻比 14
.

朋
~

仪幻卜17仅讲 M以1
,

l
,

珑训吐 No
.

18
,

1盯8
.

〔13 1 胡奉贤
.

地展工程学〔M」
.

北京
:
地展出版社

,

198 8
,

6粼〕一码
.

【14 」 范家参
.

水平地展时斜面水坝受到的非线性动水压力的全过程的解析解【J」
.

应用力学学报
,

l望抖
,

11(3 )
: 111 ~ 116

.

A n 目州
e公 SO] lu ti o n fo r 助[O d e 工 功口肛吐c R uP tt 甘e

o f s公切ld 田吐 Lin e a r 巩sc o elas ti e S o li d

M几恤 N o n li n ear D aJ 田LP加嗯

F田I J汤sl 祀n

及卿啼抽日材 of 6 健成肠咖搜溯嗦呵
,

h 讯刀“朴 尸民夕切以饥允 以滋状车城勿
,

月冠宁扮冷初9 65(X巧1
,

P R C人自砚)

冉加。旧d
: h血闻U曲唱 廿犯 n 口正1 1已犷 及叨d 沙 山m 咖唱血助 U祀 即代n l血堪 傲叫走m of d le Med e lll 奸

n 日n u c n 甲灿re 众)r st 曰司巨心 帕即倪蛆明c 50 1记
,

U山 以胭心m is a 脚巾a l d i月免n , 1位目 曰 1d ixl魄间 以到以
.

廿“几
.

R 招亡
,

山曲班比嗯山
e il血匆越 忱m l , a PD E of o rd er d u锐 is 由ta in ed

.

Th en
,

戈扣加昭 山e 田 . 心

少娜胡阳仪犷 巴甲劣曰皿 n 祀d 阅d
,

】加段川公刃明卿咖比c 即说n 亡I唱卿畔止皿 for
e a d 、。心改 of th e Sl l切皿 p a-

晓口,戌巴 is 仗心山ed
.

侧防山唱 山 e o川er Uu ℃绝 PD E 五吐0 an d 班范c l〕al t w it h ki 幻例n so 加面On
,

也e n 拐t

p . t 少州对 x. to M日a 筑 . d五犯t w加山 is ne ith er a M滋hi eu 傲胭由皿nor
a Hm o n e

.

Th e W KI 刃功日山团 is

s幼l】目雌丸月仍 别习帕 此翻峨州d 勿
.

地 , . 。川. : 及叻响必 山班呐啥; m 沉晚 m ”习,to 花 ; 动阳山记 如“叮 访别刀d 决范c so lid


