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摘要
:
对于 E日饭时 空间上有界线性算子 A

、

B
、

C
,

考虑了当 A 有一个广义逆 A
一

使得 (从
一

)
. 二

从
一 ,

B 有一个广义逆 B
一

使得(B
一

B)
’ 二 B

一

B 时
,

映射 凡
: X ~ ”A X B 一 C ”岁临界点的特征的一般

形式(1 < p < ao )
,

推广了 P
.

J
.

Maha
:
的关于 p 二 2 时的结果

,

并指出该定理可推广到多个算子的

情形
.
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1 定义与记号

设 H 是 Hi lha 祥空间
,

H 上有界线性算子组成空间
‘

斌 H )
,

若 T 任域 H )
,

并存在一个算子

T
一

任以 H )使 Tr
一

T = T 则称 T- 为 T 的广义逆
.

【l] 指出T 有广义逆当且仅当 T的值域 ran (7’)

闭
.

R
.

Pe nlo
s e
证明川

,

若算子方程 A x B = c 有一特解 x ; ,

且 A
、

B 有广义逆 A
一 、

B
一

则这个方

程的通解为

x 二 x ; + L 一 A
一

A L BB
一 ,

(V L 任峨 H ))
.

若 个 呀域 H )
,

且 ran (T) 闭
,

令 T0
二 T I(训

‘ ,

则 T0 为(k
e
rT )上 到 , (T) 的一一对应

.

且 T0

有有界逆 布 1
.

令 口为 H 到 ran (T) 上的正交投影
,

则 T’+ = 布
’
口是 T 的一个广义逆

,

并称为 T

的 Moo re
一

Pe
n o se 逆

,

T
十

满足

l ) Tr
+

T 二 T
,

11 ) T
+

竹
十 二 T

+ ,

111 ) (竹
+

)
’
二
竹

+ ,

IV ) (T
+

T )
’ = T

+
T

.

T
+

是满足 l )
一 IV )的唯一算子

.

定义 1 若 T
一

满足 i )
、

iii )(或 I )
、

iv ))
,

则称 T
一

为 T 的 ! )
、

ili )(或 ! )
、

iV ))逆
.

定义 2 设 A 上 H 上的紧有界线性算子
, : 1

(I A ! )
, : 2

(1 A I)
,

⋯
, : 。

(I A ! )
,

⋯ 表示 I A !

的一切特征值按其重数重复的非增排列
,

若

名sf( IAI ) < +

、
i 二 1
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则称 A 在 von N

~
Sc ha tte n p
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类中
,

记为 A 任 今
,

且

刻
, 二

(名 sf( IAI ))
‘/P

.

定义 3 设 2 1 、

z :
是 Ban ac h 空间

,

口 为Zl 的开子集
,

g : 几 ~ Z :
为一映射

, a 任口
,

若存在

A e 峨 2 1 ,

2 2 )使

l}多(a + z ,
)
一 育(

a
)
一

Az
l

11
二 0

,

llz1
lim
‘. 一 , 。

则称 人 为映射 g 在
a
点的 F- 导数

,

记为 D
。 .

引理 11 21 设 今一 R (v x e 今
,

x ~ “x ”户 是 F 可微的
,

且它在 x 处有 F- 导数 D : :

D x (A )
== 尸R e tr

(一x 一p
一 l u

’

A )
,

其中 X = U I X ! 为 X 的极分解
.

定义 4 设 A‘呀牙 H 、
,

B‘ e 城 H )
,

C 任减 H )
,

。
:
(x l ,

、2 ,

一 、 , 一 1喀
A ; ‘B ‘一 C

}}二
,

‘, · , (

一 ,
,

其中 (x l .

x Z ,

⋯
,

xn )使污 A浑
:

B‘ 一 c 〔 今
.

称(v ; ,

矶
,

⋯
,

vn )是 凡 的一个临界点
,

若

( 一) 艺A ‘叭B‘ 一 e 任 cl)
,

“) V s‘〔以 H )
,

只在 A ‘s‘B‘任 今 就有

D

冬
A

.

: ,, 厂 C
(A声

、B ‘
)

= ”
,

(‘
= ,

,

2
,

一
)

·

2 主要结果及证明

P
.

J
.

M ah e r

【3〕中考虑映射 凡
: X 一 “A X B 一 c ”厂的临界点

,

其中 A有 i )
、

iii )逆 A
一 ,

B有

i )
、

iv) 逆 B
一 ,

且 X 任域 H )使 A X B 一 C 任 cP
,

并证明了
,

当 p = 2 时
,

V 是凡的一个临界点

当且仅当

v 二 A
一

CB
一 + L 一 A

一
A L B B

一 ,

V L 任以 H )
.

对一般 p > 1
,

我们建立下述结果
:

定理 I A
,

B
,

C e 另(H )
,

A 有 ! )
、

iij )逆 A
一 ,

B 有 ! )
、

}V )逆 B
一 ,

X 任
‘

洲 H )使 A X B -

C 任 今
,

(p > l)
,

凡
: X ~ ”A X B 一

cII 岁
,

则 V 是凡 的一个临界点当且仅当

v 二 A
一

(C + QO) B
一 + L 一 A

一
A L B B

一 ,

L 任腻 H )
,

其中 Q。 二 U0 训/( p 一 l)
,

Q
l = I L厂

一 A A
一

L厂B
一

B !
,

且 L厂
一 A A

一
L广B

一
B =

UO I L厂
一 AA

一
L厂B

一
B I

是极分解
.

证明 设 V 是凡 的一个临界点
,

可知对 s 使 A sB 任 今 有

o == D A vB
一 e

(A sB )
二 尹R e tr

[ 一A V B 一 C 一’
一 , u

书

(̂ s B)〕
,

(l)

其中 A V B 一 C 二 U 1 A V B 一 C I是 A V B 一 C 的极分解
.

现取 s = 几(f o g )
,

其中 f
,

g 〔 H
,

入任 c
,

及 f Q g : H 一 H (
:
一 (

: ,

f) g )是一维算

子
.

由

f o g 任 今
,

A sB 任 今
,
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故(l)成立
,

由[4 ]
,

tr [D (f Q g )] == (D g
,

f)
,

V D e 域 H ) 及(f o g )B = (B
‘

f) Q 9
.

故

o = R e几(1 A V B 一 C lp 一 , U
’

A g
,

B
’

f)
.

由 久
、

f
、

g 的任意性
,

可知

B 1 A V B 一 C Ip 一 I U
.

A = 0
,

由 A
、

B 有广义逆 A
一 、

B
一 ,

故

一A v B 一 C ! p 一 , u
. 二 乙; 一 B

一
B乙;

从
一 ,

乙; e 洲万)
.

(2 )

由(2 )易见

(一̂ v B 一 e Ip 一‘u
’

v 一̂ v B 一 C lp 一 ‘
)‘左 = l (乙

; 一 B
一

B乙, A A
一

)
’

一二 口
, .

由 ke r U 二 ke r 1A V B 一 C r 二 ke r ! A v B 一 C 一夕
一 ,

(尸 > l)故 ‘
普
‘是万到(ke r 叮)土

==

ran (一A v B

一 C I, 一 ’
) 上的正交投影

,

故

一A v B 一 C lp 一 l u
呀

‘ 二 l ^ v B 一 C lp 一 l 二 u
井

口 1 A v B 一 e !p 一 1 ,

从而

一^ v B 一 e 一二 Q}
/ (p 一 , )

.

(3 )

设多项式列

a

{
“)x + ⋯ , 。

又
。

)x
n

二
: ‘/ (, 一 ; )

于 [0
,

M ] 上
,

其 中 M 二
“Q

:

“
,

则
a

l
” )口

, + ⋯ + a

蕊犷,。卜 。{
‘(”一 , )

.

故由(2) 得到

A v B 一 C = U 1 A V B 一 C I =

叩}
/ (p 一 , ) =

lim ‘(
。

l
”)口

1 +

h m (Ll’
一 AA

-

”
‘

+ a

衬
,口, )

=

L l’B
一

B )(
a

l
“ , +

一
a

衬
,口货

一 ’
) 二

短 v0( 诊
, Ql + ⋯ + 。

妙卯
二

U0 洲
, 一 , )

,

因此

V 二 A
一

(C + 口o) B 一 + L 一 A
一

A LB B一

反之
,

易知有 A v B 一 c =
口。

=
U0 创,( p 一 , )且 L l’一 A A

一
L厂BB一 UO I L厂一

从
一

L广BB
一

! 二

UO QI 是极分解
,

由 ke r
UO 二 ke r

Q
: = ke r

Q}
/ (p 一 ’)有 口。

二
UO Ql

/ (p 一‘)是 口。极分解
,

从而

a 一̂ v B 一 e 一(p 一 , ) U0’ A = B (UO I ^ v B 一 e 一(p 一 ‘))
’

A 二

B(U0 一Q。 一(
p 一 , ))

‘
A 二 B (U0 口1 )

粉
A 二

B(L厂
一 A A

一
Ll’B

一
B )

.

A = 0.

由 一A v B 一 e 一(p 一 ‘) U0’ 任 ‘
,

A sB 任 今
,

知 ! A v B 一 C ! (“一‘) U子A sB ‘ e , ,

故
tr [ 1 A v B 一 e l(p 一 ‘) U0’ A s B ] 二 tr

〔r A v B 一 e l(p 一 ‘) UO* A s BB
一

B ]
二

tr

[ B
一

B I ^ v B 一 e 一(p 一 , ) UO* A sB ] == 0
.

类似于定理 1
,

及利用
r翻LA ‘

土 花n A J(i 尹 j) 可知可 A ‘ 二 o
,

及 AI A :街 二 (AI A : )
’

匆
= 0

,

可

证
:
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定理 2 设 A‘
、

B‘
、

C e 域 H )
,

且 A‘
有 i )

、

111

n)
.

若
ra n A ‘土

r an 妈(或

凡
:
(X : ,

凡
,

‘ · ’
,

其中 (X l ,

凡
,

⋯
,

瓜 )使

ran B户土 ran 可 )(i 笋 j

)逆 A万
,

B‘有 i )
、

Iv )逆 B万
,

(i 二 一
,

2
,

⋯

)
,

“ 一 }客Aixi Bi 一 c
}: (1 < p < + ao )

.

艺A式B ‘一 c 任 今
,

止二 l

则 V

其中

二 (Vl
,

吟
,

⋯
,

玖 )是 凡 的一个临界点当且仅当

K 二 A : (c + 口石i) )B万+ Li 一 A万A IL
‘
BI B万

,

乙‘任城 H )
,

“
‘) =

璐
‘)(口l

‘) )
, / (p 一’) ,

及 口l
‘) 二 一乙{

‘) ’

乙l
‘) ’ 一 A‘

(̂
‘
)
一
乙{

‘)
’

(B‘)
一

B‘ 二

珑
‘)

一 A ￡
(̂

;
)
一
乙{

‘)
’

(B ‘
)
一

B ‘ I
,

而

l乙{
‘)

‘ 一 A ‘
(A ‘)

一
乙l

‘) ’

(B‘)
一

B‘

为极分解
.

这里 i = 1
,

2
,

⋯
,

n
.
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