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摘要 :  应用 normal form 理论,首先分析了复摆自治系统在 1: 1 内共振临界点附近的 Hopf分岔解

及其在参数平面上的分岔转迁集的解析表达式, 并与数值解进行了比较; 然后, 应用数值方法, 得

到了复摆非自治系统通向混沌的过程# 
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引   言

非线性动力系统在复合临界点附近具有复杂的动力学特性[ 1] , 可以根据系统在临界点的

Jacobian矩阵的结构将其分为余维一、余维二等等
[ 2]# 在一般的两对纯虚根特征值余维二系

统,不仅会产生静态分岔, 当系统的特征指数穿越_1时[ 3, 4] ,会有 Hopf分岔发生[ 5]# 许多工程

及物理系统在复合临界点附近都会存在复杂的动力学行为[ 6, 7] , 而双摆则是其中比较简单的

系统之一# 已有许多关于其临界点附近的分岔和稳定性方面的研究报道# Mandadi 和

Huseyin[ 8, 9]分析了其双零及一对纯虚根的临界情形,并用摄动方法得到了其近似解,但他们的

工作仅限于静态分岔# Scheidel[ 10]等人用平均法研究了其在单零及一对纯虚根复合临界点附

近的静态分岔及 Hopf分岔# Samaranayake 和 Bajaj
[ 11]
给出了其两对纯虚根临界点附近在共振

及非共振情形下的动力学特性# Yu和 Bi给出了维三的 Norm Form,进一步指出了导致 2_D及

3_D环面的分岔过程[ 12]# 这些关于双摆的成果大都局限在动力学特性的理论研究方面, 而数

值模拟则不多# 本文应用 Normal Form 理论, 首先分析了复摆自治系统在 1: 1内共振临界点附

近的Hopf分岔解及其在参数平面上的分岔转迁集的解析表达式,并与数值解进行了比较;然

后,应用数值方法,得到了复摆非自治系统通向混沌的过程# 

1  1: 1内共振分岔分析

考虑文[ 8]中的双摆系统,其三阶运动方程为

dz 1

dS
= z 2, (1a)
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其中 G1, G2为量纲为一阻尼, f 4, f 5 为外加作用力# 显然,当

  
f 1 = 10,  f 2 = 2,  f 3 = 5,  f 4 = - 6,

f 5 = 8,  f 6 = - 10,  f 7 = 30,  G1 = G2 = 0,
(2)

系统( 1)具有两结纯虚根 K1, 2 = ? i, 选 G1和 G2为分岔参数,令 G1= L1, G2 = L2引入线性变换
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其在临界点 L1 = L2 = 0处 Jacobian矩阵为

  J =

0 1 1 0

- 1 0 0 1
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, (5)

引入附录中的非线性变换 xi = y i + g i ( yj ) 及极坐标变换

  y 1 = Q1cosH1,  y 2 = Q1sinH1,  y 3 = Q2cosH2,  y 4 = Q2sinH2, (6)

可得其规范型
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( 7)中四个状态变量中只有三个是独立的# 令 < = H2- H1,有
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注意到,虽然零解( E. S. )可由( 8)或( 7)得到,但其稳定性条件须从( 4)中得到# 其零解的
特征方程为

  P( K) = K4+
1
2
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由Hurwitz判据,注意到 L1 \ 0, L2 \ 0,其零解的稳定条件为

  L2 L
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因此当0 [ L1 <
9
2
L32时, 零解 x i = 0是稳定的# 当参数穿越临界边界

  L : L1 =
9
2
L32 (12)

时,零解失稳,产生锁相周期解# 分岔图参见图 1# 

图 1 分岔图

令
dQ1
dS

=
dQ2
dS

= 0,可得锁相周期解满足的代数方

程# 由(8)中第一式可知 cos<= 0, (因为 Q2 X 0,

从而有两个解 < = ? 1
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消去 Q2 并取三阶近似(用MAPLE语言) 得
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对给定参数 L1, L2,从(15) 和(14) 中可求出所有的周期锁相解# 对 < = -
1
2
P的情形可同样

处理# 

2  数值分析

在参数 L1, L2空间零解(E.S. ) 的稳定域内取一点( L1, L2) = (0103, 012) (图1中的黑点) ,

图2给出了其数值结果# 从图中可知, 从初始值( z 1, z 2, z 3, z 4) = (0106, 0106, 0106, 0106) 出发
的轨迹收敛到原点 _零解(E. S. )# 

图 2 ( L1, L2 ) = (0103, 012) 的相图

如取 ( L1, L2) = (012, 012) ,即在周期锁相解的稳定域中取点,参见图 1# 从上面的分析

可得其近似解为
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Q1 = 01060 6,  Q2 = - 01005 7;  Q1 = 01111 2,  Q2 = - 01006 1  当 < = +
1
2
P ,

Q1 = 01060 6,  Q2 = 01005 7;  Q1 = 01111 2,  Q2 = 01006 1  当 < = -
1
2P ,

(16)

由于 Q1, Q2均为正数,故取 <= -
1
2P# 将(8)中的两解分别代入其相应的 Jacobian矩阵中第一

个解为稳定的, 而第二个解为不稳定的,即# 

解  Q1 = 01060 6,  Q2 = 01005 7,  < = -
1
2
P (稳定) ,

解  Q1 = 01111 2,  Q2 = 01006 1,  < = -
1
2
P (不稳定) ,

(17)

图 3  锁相周期解

代回附录中的非线性变换和( 4)中的线性变换可得

  z 1 = 01003 8,  z 2 = - 01057 3,  z 3 = 01010 8,  z 4 = - 01069 7, (18)

可得其解析近似解 z
2
1+ z

2
2 = 01057 4和 z

2
3+ z

2
4 = 01070 5# 

图3中给出了其相应的数值解, 从而可得其数值解的振幅为

  z
2
1+ z

2
2 = 01065,  z

2
3+ z

2
4 = 01080, (19)

与解析近似解接近# 
进一步的数值模拟显示,在临界边界 L 和 L1轴所围成的区域内,两解中的一个总是不稳

定的,而另一个解除了在图一中虚线所围成的区域外, 都是稳定的# 
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3  混   沌

本节我们应用数值模拟, 研究系统( 1)的混沌特性# 改 f 5 从常数为周期激励

  f 5 = 2+ Acos( 8S) , (20)

1) 现为一非自治系统# 取参数为

  f 1 = 4,  f 2 = 1,  f 3 = 2,  f 4 = 0,  f 6 = f 7 = 0,  G1 = 0,  G2 = 0, (21)

系统在没有周期激励项时,显然,其 Jacobian矩阵在临界点 L1 = L2 = 0处有两对重纯虚根 K1, 2

= K3, 4 = ? i# 

对( 1)进行数值积分,发现其会通过周期倍化分岔 ) 一种典型混沌道路通向混沌# 我们取

8 接近 1(文中取 1105) ,从1开始改变激励幅值 A,有周期倍化分岔发生# 当 A< 1108时,有
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图 4 周期倍化分岔

周期一解(见图4( a) , A= 1105)# 当 A= 1108时,周期一解失稳,分岔为周期二解(见图4(b) ,

A= 1108) ,该周期二解稳定直到 A= 11095,产生周期四解(见图4( c) )# 当 A= 11098 9时为

周期八解(见图4( d) ) , A= 11099 9时为周期十六解(见图4( e) ) ,当 A= 11109时,解呈混沌状

(见图 4( f ) ) # 

应该注意到,图 4中的轨迹是四维空间分别在 ( z 1, z2) 和( z 3, z 4) 子空间中的投影# 同时

为描述清晰, 暂态过程均已略去# 另外由于(1)存在对称性(即以- zi代替zi ,方程形式不变) ,

从对称的初始条件出发, 可得关于原点对称的周期倍化分岔过程# 从图 4( e) 中可以看出,其

混沌解也是关于原点对称的并局限在一定的范围内# 周期解先在各自对称的轨道上运动,并

周期倍化,到一定分岔程度后,混沌解将轮流在两对称的轨道上运动,即将其连接一起# 
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4  结   论

本文研究了双摆在系统在 1: 1内共振时的分岔特性# 当没有周期激励时,参数的改变会

应响其解的稳定性, 在参数平面上存在一临界转迁集, 将解的按区域分类# 当有周期激励时,

存在周期倍化通向混沌的过程# 周期解先在各自对称的轨道上运动,并周期倍化,当分岔到一

定程度后,混沌解将轮流在两对称的轨道上运动, 即将其连接一起# 
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Bifurcation Analysis of a Double Pendulum

With Internal Resonance

Bi Qinsheng,  Chen Yushu

( Depar tm ent of Mechan ics , Tianjin Univer sity , T ianjin 300072, P R China )

Abstract: By employing the normal form theory, the Hopf bifurcation and the transition boundary of

an autonomous double pendulum with 1: 1 internal resonance at the critical point is studied. The re-

sults are compared with numerical solutions. Further, by numerical methods, the road to chaos of a

non_autonomous system is presented in the end.

Key words: internal resonance; Hopf bifurcation; transition boundary; chaos
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