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胶体有效粘滞系数的理论研究
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摘要 :  胶体是自然界和工业应用中的常见对象# 胶体领域的一个中心理论问题是如何根据胶体

系统的微结构来确定胶体的流变性质# 由于处理多粒子系统边值问题的困难,现有的胶体理论都

局限于低颗粒浓度# 该文中发展了变换场方法,用该方法可以计算含胶体颗粒的不可压缩粘滞流

体的有效粘滞系数,颗粒可以是固体也可以是流体# 在低颗粒浓度, 该理论预测与爱因斯坦关于

悬浮体的公式以及Taylor 关于乳浊液的公式完全吻合# 在高颗粒浓度, 该文的结果与 Nunan 和

Keller的结果相一致, 其方法可以用于预测非球形颗粒悬浮体的有效粘滞系数# 
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引   言

胶体的流变学性质在许多物理学和工程问题上具有重要意义# 因此人们对于胶体系统,

尤其是能以线性化的 Navier_Stokes方程处理的胶体系统进行了广泛的研究[ 1~ 3]# 胶体可以分

为两类,即悬浮体和乳浊液[ 2, 4]# 悬浮体是细小的固体颗粒悬浮在流体中形成的分散体# 当

一种流体颗粒悬浮在另一种流体中则形成乳浊液# 胶体领域中的一个重要问题是确定胶体的

有效粘滞系数# 本文的目的就是研究这一问题# 

胶体的有效粘滞系数明显地依赖于颗粒的浓度和形状# 但是, 目前人们关于胶体有效粘

滞系数和浓度的依赖关系的知识基本上局限于低浓度下的球形颗粒悬浮体# 在这一问题上的

第一个工作是由爱因斯坦作出的[ 5]# 在忽略流体力学相互作用的条件下, 爱因斯坦计算了球

形固体颗粒悬浮体的有效粘滞系数 L* # 在颗粒体积的一级近似下,有效粘滞系数的公式为

  L* = Ls 1+ 5
2
< , (1)

其中 <是颗粒的体积分数, Ls 是溶剂的粘滞系数# Taylor 把这一结果对球形颗粒的乳浊液作

了推广
[ 4]# 要计算体积分数的二阶项,就必须处理流体力学的二粒子相互作用# 对于球形固

体颗粒的悬浮体,有些作者计算的有效粘滞系数中包含了流体力学的二粒子相互作用[ 6, 7, 8]# 

但是,迄今还未把Taylor 的结果推广到包含二粒子相互作用# 

为了确定高颗粒浓度胶体的有效粘滞系数,必须考虑胶体中所有悬浮颗粒之间的相互作
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用# 对于两个以上球形颗粒, 我们必须把问题作一定的简化才能求解流体力学方程# 例如,有

些作者把悬浮体作为两种流体的混合物, 其中的一种流体的粘滞系数为无穷大
[ 6, 9, 10]# 瑞利

在研究静电问题时, 为了计算复合介质的有效电导引进了周期模型# 结果能以很直接的方式

考虑颗粒之间的相互作用[ 11]# Nunan和 Keller 把瑞利模型和处理感应多极子的技术相结合,

对较高颗粒浓度的球形颗粒悬浮体,计算了有效粘滞系数
[ 12]# 不过 Nunan和 Keller 的方法很

难推广用于乳浊液和非球形颗粒悬浮体# 本文中把变换场方法推广用于流体力学的多粒子问

题,建立了确定胶体中应变率张量的积分方程[ 13, 14]# 利用这一方法,在较高浓度上计算乳浊

液的有效粘滞系数并不比计算悬浮体的有效粘滞系数困难,而且也有可能确定非球形颗粒胶

体的有效粘滞系数# 

1  积 分方 程

我们先定义分散体的流动特征# 本文中研究的胶体由两种不可压缩牛顿流体构成# 颗粒

和基质流体(溶剂)的粘滞系数分别为 Ld和 Ls# 整个系统作定态运动# 假设颗粒分布在周期

点阵上,颗粒表面无表面张力# 颗粒的半径为 R# 元胞的体积为 V# 我们分别用上标 d和 s

记颗粒区域 8 d和溶剂区域 8s中的量# 对于 Ld y ] , 该胶体系统就是悬浮体, 当 Ls = 0时,

就是含气泡的乳浊液# 

计算胶体系统的有效粘滞系数需要确定该系统中的应变率张量# 应变率张量的定义为,

  ECG =
1
2
(5 CvG + 5GvC)# (2)

为了计算有效粘滞系数, 对胶体施加一均匀应变率张量 E
0
AB# 颗粒或溶剂中的总应力率张量

可以写为,

  �EAB( x) = E
0
AB+ EAB( x ) , (3)

其中 ECG( x) 是颗粒引起的扰动项# 我们对希腊指标采用重复指标求和的规则# 对于牛顿流

体,附加应力率和应变率之间存在着线性关系 :

  RdAB = LdABCG( E
0
CG + ECG)   (在 8 d区域) , (4)

  RsAB = LsABCG( E
0
CG + ECG)   (在 8 s区域) , (5)

LpABCG(p = d或 s) 是粘滞张量# 牛顿流体的粘滞张量是 :

  LpABCG = Lp DACDBD+ DADDBC-
2
3
DABDCD   (p = d, s)# (6)

在不同相之间的界面上拟合边界条件是极为困难的# 引进一个变换场可以消除这一困

难[ 13, 14]# 引进应变率张量的变换场

  E
*
AB = 0   (在 8 s 区域) , (7)

方程

  LsAMCG( E
0
CG + ECG- E

*
CG) = LdABCG( E

0
CG + ECG)   (在 8d 区域) , (8)

就能够满足# 于是我们在附加应力率张量和应变率张量之间建立了一个统一的本构方程:

  RAB = LsABCG( E
0
CG + ECG - E

*
CG)   (在 8 = 8d+ 8 s区域)# (9)

低雷诺数的牛顿流体服从斯托克斯方程:

  5A( vA+ v
0
A) = 0, (10)

  5A(- ( p
0
+ p ) DAB+ RAB) = 0   ( B= 1, 2, 3) (11)

246 顾   国   庆    余   建   华



其中 v
0和 p

0是相应于外加均匀应变率的速度场和压力场# 由于均匀外加场是斯托克斯方程

的解,把它从方程(10) 和( 11) 中减去有,

  5AvA = 0, (12)

  5A(- pDAB+ LsABCG( ECG - E
*
CG) ) = 0   ( B= 1, 2, 3)# (13)

方程( 12)和( 13)中的所有量都是空间点阵的周期函数,因此可以对它们作Fourier变换# 例如,

速度场和应变率的变换场的 Fourier 分量分别为,

  v ( x) = E
]

n= 1

v( N) exp( iN# x) , (14)

  E
*
AB( x) = E

]

n= 1

E
*
AB( N) exp( iN# x )# (15)

它们的逆变换为,

  v ( N) = V
- 1Q8

v( x) exp(- iN# x)dx, (16)

  E
*
AB( N) = V

- 1Q8
E

*
AB( x ) exp(- iN# x)dx , (17)

其中 N是倒格矢:

  N=
2Pnx
lx

,
2Pny
ly

,
2Pnz
lz

# 

以同样的方式我们可以得到 EAB( x) 和 p 的Fourier分量# 把这些Fourier分量代入斯托克斯方

程(12) 和(13) 就得到一组方程:

  NAvA( N) = 0, (18)

  iNB p ( N) - 2L
s
N
2
vB( N) + 2iNAE

*
AB( N) = 0   ( B= 1, 2, 3)# (19)

解方程( 18)和( 19) ,我们得到,

  p ( N) = - 2L
s
NANBE

*
AB( N) / N

2
, (20)

  vA( N) = 2i( NANCNBE
*
CB( N) / N

2
- E

*
ABNB) / N

2
, (21)

  EAB( N) = ( ( E
*
AC( N) NB+ E

*
BC( N) NA) NC- 2NANBNCNDE

*
CD( N) / N

2
) / N

2# (22)

把( 20) ~ ( 22)代入方程( 8)就得到积分方程:

  - E
0
AB+

Ls

L
s
- L

dE
*
AB = V

- 1 E
]

n = 1Q8
N
- 2
( ( E

*
AC( xc) NB+ E

*
BC( xc) NA) NC-

      2NANBNCNDE
*
CD( xc) / N2) exp( iN# ( x - xc) ) dx, (23)

由此方程可以确定胶体的应变率张量# 

2  有效粘滞张量

在远大于颗粒半径的尺度上, 胶体的行为象一种均匀流体, 该流体的粘滞系数既不同于颗

粒的粘滞系数也不同于溶剂的粘滞系数# 胶体有效粘滞系数的定义是,

  L*ABCG3E0
CG + ECG4= LsABCG3E0

CG + ECG - E
*
CG4, (24)

尖括号表示在元胞上取平均,

  3A4 = V
- 1Q8

Adx# 
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由速度场的周期性质可以推得 3ECD4 = 0# 由于这一结果有效粘滞系数的公式简化为:

  L
*
ABCGE

0
CG = 2L

s
ABCG( E

0
CG - 3E*

CG4)# (25)

不难证明有效粘滞张量关于它的指标具有如下的对称性质:

  [ � ]  L
*
ABCG = L

*
CGAB, (26)

  [ � ]  L*ABCG = L*ABGC, (27)

  [ � ]  L*CCAB = 0   (对于 A X B)# (28)

由于 EAA= 0, 应变率张量应为( L*ABxx , L
*
AByy , L

*
ABzz) ,而且由( L

*
ABxx + aAB, L

*
AByy + aAB, LABzz+ aAB)可

以得到同一个附加应力率张量,因此这两组应变率张量是等价的# 按照习惯的做法,取

  L*iiii = Lsiiii =
4
3
Ls   ( i = 1, 2, 3)# (29)

就可消去有效粘滞系数定义中的歧义性# 积分方程( 23)中的未知函数正好能够唯一地确定余

下的有效粘滞张量的分量# 

对于正交系,有效粘滞张量关于它的指标有附加的对称性质# 为了继续讨论和计算,我们

把应变率的变换场张量作幂级数展开,

  E
*
AB( x) = E

]

i, j , k= 0
C
ijk
AB

x
lx

i
y
ly

j
z
lz

k

  ( A, B= 1, 2, 3)# (30)

把它代入积分方程( 23) ,结果得到一个矩阵方程:

  - E
0
ABA

ijk
+

L
s

L
s
- L

d E
]

i, j , k= 0
A
i+ p , j+ q , k+ r

C
ijk
AB =

      V
- 1 E

]

i, j , k= 0
E

]

n= 1
G
ijk
( N) ( ( C

pqr
ACNB+ C

pqr
BCNA) NC-

      2NANBNCNDC
pqr
CD / N

2
) G

pqr
(- N) ) / N2, (31)

其中,

  A
ijk
= Q8

d

x
lx

i
y
ly

j
z
lz

k

dx, (32)

  G
ijk
( N) = Q8

d

x
lx

i
y
ly

j
z
lz

k

exp( iN# x)dx# (33)

对于具有正交对称性的胶体, 我们有

  A
ijk
= 0,   (若 i , j 或 k = d ) , (34)

而且 G
ijk
( N) 关于它的宗量具有如下的对称性质,

  G
ijk
(- Nx , - Ny , - Nz ) = (- 1) iG ijk

( Nx , - Ny , - Nz ) =

(- 1) jGijk(- Nx , Ny , - Nz ) =

(- 1)
k
G
ijk
(- Nz , - Ny , Nz)# (35)

其中 d表示奇数,偶数分量将用 e标记# 根据正交系统A
ijk
和G

ij k
( N) 的对称性质,经过仔细的

分析后可以发现总指数为偶的C
ijk的方程和总指数为奇的C

ijk的方程不相耦合# 而且,总指数

为偶的 C
ijk 的方程又分解为四组 :

  ( C
eee
xy , C

edd
xz , C

ded
yz , C

dde
AA ) ,
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  ( C
edd
xy , C

eee
xz , C

dde
yz , C

ded
AA ) ,

  ( C
ded
xy , C

dde
xz , C

eee
yz , C

dde
AA ) ,

  ( C
dde
xy , C

ded
xz , C

edd
yz , C

eee
AA)# 

于是对于具有正交对称性的系统, 有效粘滞张量有一些附加的约束

  L*ijkk = 0   (若 i X j ) , (36)

  L*ijkl = 0   (若 i X j ,以及若 i X k 或j X l )# (37)

3  数 值结 果

为了给出数值计算的细节,并且把结果和已有的理论进行比较, 本节中我们将计算分布在

立方点阵上的球形颗粒胶体系统的有效粘滞系数# 对于具有立方对称性的系统,有效粘滞张

量的公式简化为,

  L*ijkl =
1
2
Ls (1+ B) DikDjl + DilDj k -

2
3
DijDkl +

Ls( A- B) Dijkl -
1
3
DijDkl , (38)

其中,

  A= - 3E*
ii 4/ E0

ii , (39)

  B= - 3E*
ij 4/ E0

ij# (40)

把幂级数( 30)作截断就能以近似的方式确定应变率的变换场# 我们将以所得到的多项式的最

大总指数来标记近似的阶# 对于具有立方对称性的系统,最低阶的近似为,

  A= <
2

2 E
]

n= 1
G

000
( N) G000

(- N) N2x [ 1+ ( N2y - N2x) | N
2
| ] N2 -

Ls

Ls- Ld
A

000
- 1

, (41)

  B=
<2

2 E
]

n = 1

G
000
( N) G000

(- N) [ N2x + N2y - 4N2xN
2
y | N

2
| ] N2 -

Ls

Ls - Ld
A

000
- 1

, (42)

对于忽略了表面张力的乳浊液,有效粘滞系数的Taylor公式为,

  L*

Ls
= 1 +

5
2

Ld - Ls

Ld + 1: Ls
<# (43)

令 Ld 趋向无穷大, Taylor 公式就化为爱因斯坦公式# 图 1是用公式( 42)和用爱因斯坦公式计

算的球形颗粒悬浮体的有效粘滞系数# Taylor 关于乳浊液有效粘滞系数的理论结果以及本文

的结果画在图 3上# 图1和图3上的曲线表明变换场方法在低颗粒浓度区域给出了合理的结

果# 和高阶近似作比较则表明变换场理论的最低阶近似中已经容纳了部分颗粒的相互作用# 

对于球形颗粒的胶体,方程( 32)和( 33)中出现的积分都可以用解析的方法积出[ 14]# 为

简单起见, 这里我们只对总指数小于 2的 G
ijk
( N) 写出积分公式# 若倒格矢与 z 轴平行, 我们

有 :

  G
000
( Nc) = (4P/ Nc2) ( sin( NcR ) / N- R cos( NcR ) ) , (44)

  G
200
( Nc) = (4P/ Nc3) ( (3/ Nc2- R

2
) sin( NcR ) - 3Rcos( NcR) / Nc) , (45)

  G
020
( Nc) = G

200
( Nc) , (46)

  G
200
( Nc) = (4P/ Nc3) ( (5R2

- 12/ Nc2) sin( NcR ) + R (12/ Nc2 - R
2Nc) cos( NcR ) ) , (47)
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图 1 球形颗粒悬浮体的有效粘滞系数 B         图 2球形颗粒悬浮体的有效粘滞系数 A

(爱因斯坦公式的结果以及 Nunan 和 ( Nunan 和 Keller 计算的结果也画在

Keller 计算的结果也画在图上以资比较) 图上作比较)

其中 Nc表示倒格矢与z 轴重合# 对于其他的情形,通过坐标系的变换可以使倒格矢和 z 轴重

合# 相应的变换矩阵为:

  

Ny / Nt Nx / Nt 0

NxNz / ( N Nt ) NyNz / ( N Nt ) - Nt / ( N Nt )

Nx / N Ny / N Nz / N

,

其中 Nt = N2x + N2y# 有了这一变换矩阵和 G
ijk
( Nc) 的公式, 就很容易推出 G

ijk
( N) 的公式# 

图 3  含球形气泡的乳浊液的有效粘滞系数 B        图 4  含球形气泡的乳浊液

(由 Taylor公式算出的结果也画在图上作比较) 的有效粘滞系数 A

有了A
ijk和G

ijk
( N) 的解析表达式,计算有效粘滞系数的近似值就十分方便# 对于球形颗

粒悬浮体, B和A的零阶、二阶和四阶近似值画在图 1和图2上# Nunan和Keller的理论结果也

画在这两个图上作比较# 图上的结果显示了近似方法的收敛性质# 而且从图上可以看出只要

在幂级数展式中保留少数几项就可以在很大的浓度区间内满足需要# 只有当浓度接近密堆
积,此时有效粘滞系数具有奇性,近似方法的精度才变坏# 图3和图 4是含球形气泡的乳浊液

的有效粘滞系数# 对于乳浊液,方法的收敛性质更好, 取低阶近似就可以给出有效粘滞系数的

好的数值# 
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4  结   论

本文中我们把变换场方法用于处理流体力学的多粒子问题, 建立了确定胶体中的应变率

张量的积分方程# 变换场方法对元胞中胶体颗粒的分布没有任何限制,因此变换场方法可以

对随意分布的胶体系统进行模拟研究# 变换场方法使得计算高颗粒浓度乳浊液的有效粘滞系

数和悬浮体一样简单,并且也可预测非球形颗粒胶体的有效粘滞系数# 
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Abstract: Colloidal dispersions are common in nature with wide industrial applications. One of the

central theoretical problems in the field is to determine the rheological properties of the colloidal dis-

persion from the microstructures of the systems. Because of the difficulties associated with the

boundary_value problems of the many_particle system, existing theories for colloidal suspensions are

limited to low particle concentrations. In this work, we develop a method of transformation field is

developed by which one can calculate the effective viscosity of an incompressible viscous fluid con-

taining colloidal particles ( either solid particles or liquid drops). The predictions of our theory are in

good agreement with the Einstein. s formula for suspensions and the Taylor. s formula for emulsions at

low particle concentrations. At higher particle concentrations, the results of Nunan and Keller are

produced. The method is also applicable to the viscosity of colloidal systems with non_spherical part-i

cles.

Key words: multiphase flow, colloidal dispersion, suspension, emulsion
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