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混合型脉冲微分方程周期解的存在性
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摘要: � 通过构造差分方程的周期序列解, 研究了一类混合型脉冲微分方程周期解的存在性��
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1 �问 题提 出

脉冲微分方程是微分方程的一个新的重要分支�� 1989年,专著[ 1]、[ 2]曾系统地总结了脉

冲常微分方程的研究成果��近年来,又有许多文献对脉冲时滞微分方程解的振动性、渐近性、

稳定性等问题进行了研究(如文[ 3~ 5] )��但关于脉冲微分方程周期解的存在性的研究则还很

少��

本文考虑脉冲微分方程

(E)

x�( t ) = A 0( t ) x ( t ) + A 1( t ) x ( [ t ] 0) + A 2( t ) x ( [ t - 1] 0) +

� � � �A 3( t ) x ( [ t + 1] 0) + f ( t ) � � ( t � n, n � Z) , (1)

x ( n
+
) - x ( n

-
) = bx ( n) � � ( n � Z) , ( 2)

其中 Z为整数集, A i ( t ) � C (R, R) , A i ( t + 1) = A i ( t ) ( i = 0, 1, 2, 3) , f � C( R, R) , f ( t + �)

= f ( t ) , �= n0/ m0, n0, m0 � Z
+
( Z

+
正整数集) , m0或为1或与 n0互素, 常数 b �- 1, [ t ] 0表

示不小于 t 的最小整数��

当 n < t < n + 1时,变量的偏差 �1( t ) = t - [ t ] 0 = t - ( n + 1) < 0, �2( t ) = t - [ t -

1] 0 = t - n > 0, �3( t ) = t - [ t + 1] 0 = t - ( n + 2) < 0�� 因此方程(E) 是混合型方程��

本文将研究方程( E)周期解的存在性��

称函数 x : R � R是方程( E)的解,若它满足条件;

1) 当 t � n( n � Z) 时 x ( t ) 连续可微且满足方程(1) ;

2) 对于 n � Z, x ( n
+
)、x ( n- ) 存在, x ( n

-
) = x ( n) (即 x ( t ) 在 t = n处左连续) 且(2) 成

立��

2 �主 要结 果

定理 �假定下列条件之一成立:
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a) B 0B1( B
2
0- B

2
1) � 0, � B2 = 0;

b) B1B2( B
2
1- B

2
2) � 0, � B0 = 0;

c) B 0B2 � 0, ( B2- B 0)
2 � B

2
1, B

2
1+ 4B0B2 > 0;

d) B0B2 � 0, ( B2 - B0)
2 � B

2
1, B

2
1+ 4B0B2 = 0;

其中

� � B0 = (1 + b) exp �
1

�
A 0( s)ds +�

1

0
exp �

1

�
A 0( s )ds � A 2( �)d�,

� � B1 = 1 -�
1

0
exp �

1

�
A 0( s )ds � A 1( �)d�,

� � B2 = -�
1

0
exp �

1

�
A 0( s )ds � A 3( �)d���

则方程( E)有唯一的 m0 �_周期解��

证�若 x ( t ) 是方程(E) 在 R 上的一个解,则有

� � x ( t ) = x ( t 0) exp�
t

�
A 0( s )ds +�

t

t
0

exp �
t

�
A 0( s)ds A 1( �)d�Cn+ 1+

�
t

t
0

exp�
t

�
A 0( s )ds A 2( �)d�Cn +�

t

t
0

exp�
t

�
A 0( s )ds A 3( �) d�Cn+ 2+

�
t

t
0

exp�
t

�
A 0( s )ds f ( �) d�� � ( n < t 0 � t � n + 1, n � Z) , (3)

其中 Cn = x ( n) , n � Z ��

令 t 0 � n
+
, 注意到 x ( n

+
) = (1+ b) x ( n) ,则得

� � x ( t ) = (1+ b) exp �
t

�
A 0( s)d s Cn +�

t

n
exp �

t

�
A 0( s)ds � A 1( �) d�Cn+ 1+

�
t

n
exp�

t

�
A 0( s) ds �A 2( �) d�Cn+�

t

n
exp �

t

�
A 0( s )ds � A 3( �) d�Cn+ 2+

�
t

n
exp�

t

�
A 0( s) ds f ( �)d�� � ( n < t � n + 1)�� (4)

再令 t � ( n + 1)- ,由 x ( t ) 的左连续性知下列式子成立:

� � -�
n+ 1

n
exp �

n+ 1

�
A 0( s)ds A 3( �) d�Cn+ 2+ 1-�

n+ 1

n
exp�

n+ 1

�
A 0( s )ds �A 1(�) d� Cn+ 1-

� � � � � � (1+ b) exp�
n+ 1

�
A 0( s)ds +�

n+ 1

n
exp �

n+ 1

�
A 0( s )ds �A 2( �)d� Cn =

� � � � � ��
n+ 1

n
exp �

n+ 1

�
A 0( s )ds f ( �)d�,

从而有

� � B2Cn+ 2+ B 1Cn+ 1- B0Cn = hn, (5)

其中

� � hn = �
n+ 1

n
exp �

n+ 1

�
A 0( s )ds f ( �)d���

差分方程( 5)所对应的齐次差分方程为

� � B2Cn+ 2+ B 1Cn+ 1- B0Cn = 0�� (6)

下分 4种情形讨论:
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情形 1�条件 a)成立��此时( 5)变为

� � B1Cn+ 1- B 0Cn = hn , (7)

( 6)变为

� � B1Cn+ 1- B 0Cn = 0�� (8)

从而 Cn = K�n 是(8) 的通解,其中 �= B 0/ B1, K 为任意常数��

定义一序列 Cn 为

� � Cn =

K �
m � n- 1
�
n- ( m+ 1)

hm � � ( | � | < 1) ,

K �
m� n

�n- ( m+ 1)
hm � � ( | � | > 1) ,

(9)

其中常数 K 待定��

下证存在 K 使得 Cn 是(7) 的序列解�� 事实上, 将 Cn 代入(7) , 对 | � | < 1,得

� � B1K �
m� n

�
n- m

hm - B0K �
m � n- 1
�
n- ( m+ 1)

hm = hn

因 hn 的系数为 1, 故 K = 1/ B1

对 | � | > 1,类似可得 K = - 1/ B1

由此得到( 7)的一个序列解

� � Cn =

1
B1 �m � n- 1

�n- ( m+ 1)
hm � � ( | � | < 1) ,

-
1
B1
�

m � n

�n- (m+ 1)
hm � � ( | � | > 1)��

(10)

因 f 是 �_周期的, � = n0/ m0�� 故易知 hn n � Z是 m0 �_周期序列, 即 hn+ m
0
� = hn (对任

意 n � Z)�� 从而可知由(10) 确定的 Cn n� Z也是 m0 �_周期序列�� 于是可知由(4) 定义的

x ( t ) 是(E) 的一个 m 0�_周期解��

设 x 0( t ) 是方程(E) 的另一 m0 �_周期解, 则 x 0( n) - x ( n) 是齐次差分方程(8) 的解, 因

此存在常数K 使得x 0( n) - x ( n) = K�n�� 因 x 0( n) 、 x ( n) 均为周期序列, 是有界的, 而

| � | � 1,故必有 K = 0,即 x 0( n) = x ( n) ( n � Z) ,从而由(4) 知 x 0( t ) � x ( t ) ( � t � R)��

情形 2�条件 b)成立��此时( 5)变为

� � B2Cn+ 2+ B 1Cn+ 1 = hn, (11)

( 6)变为

� � B2Cn+ 2+ B 1Cn+ 1 = 0, (12)

从而 Cn = K�n 是(12) 的通解, 其中 �= -
B 1

B 2
, K 为任意常数��

定义一序列 Cn 为

� � Cn =

K �
m � n- 1
�n- ( m+ 1)

hm- 1 � � ( | � | < 1) ,

K �
m� n

�n- ( m+ 1)
hm- 1 � � ( | � | > 1)��

其中常数 K 待定��

以下证明与情形 1类似,从略��

情形 3�条件 c)成立��此时( 6)对应的特征方程为
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� � B2�
2
+ B 1�- B0 = 0�� (13)

显然在 c)成立的条件下, ( 13)有两个非零实根 �1, �2,且 | �1 | � 1, | �2 | � 1, �1 � �2��

定义一序列 Cn 为

� � Cn =

K 1 �
m� n- 1
�n- ( m+ 1)
1 hm + K 2 �

m� n- 1
�n- ( m+ 1)
2 hm , | �1 | < 1, | �2 | < 1,

K 1 �
m� n- 1

�n- ( m+ 1)
1 hm + K 2 �

m � n

�n- ( m+ 1)
2 hm , | �1 | < 1, | �2 | > 1,

K 1�
m � n

�
n- ( m+ 1)
1 hm + K 2 �

m� n- 1
�
n- ( m+ 1)
2 hm , | �1 | > 1, | �2 | < 1,

K 1�
m � n

�n- ( m+ 1)
1 hm + K 2 �

m � n

�n- (m+ 1)
2 hm , | �1 | > 1, | �2 | > 1��

(14)

其中常数 K 1、K 2待定��

下证存在 K 1、K 2 使得 Cn 是差分方程(5) 的解, 事实上, 将 Cn 代入(5) , 对 | �1 | < 1,

| �2 | < 1, 得到

� �
B2( K 1�1+ K 2�2) = 1,

K 1+ K 2 = 0��

解此方程有

� �
K 1 =

1
B 2( �1- �2)

K 2 =
1

B 2( �2- �1)

因此,当 | �1 | < 1, | �2 | < 1时, 得到差分方程( 5) 的一个序列解

� � Cn =
1

B 2( �1- �2) �m � n- 1

�n- (m+ 1)
1 hm +

1
B2( �2- �1) �m� n- 1

�n- ( m+ 1)
2 hm

对其它情形,能类似写出( 5)的解的表达式,以下证明与情形 1类似, 从略��

情形 4�条件 d)成立��此时( 13)有一对非零实根 �1, �2, 且 �1 = �2, | �1 | � 1��

定义一序列 Cn 为

� � Cn =

K 1 �
m� n- 1
�n- ( m+ 1)
1 hm + K 2 �

m� n- 1
[ n - ( m+ 1) ] �n- ( m+ 1)

1 hm , � � ( | �1 | < 1) ,

K 1�
m � n

�n- ( m+ 1)
1 hm + K 2 �

m � n

[ n - (m + 1) ] �n- ( m+ 1)
1 hm , ( | �1 | > 1) ,

其中 K 1, K 2为待定常数��

以上证明与前面类似,从略��

例�考虑脉冲微分方程

� � (E) 0�
x�( t ) = x ( t ) + cos(2�t ) � � ( t � n, n � Z) ,

x ( n
+
) - x ( n

-
) = x ( n) � � ( n � Z)��

显然方程(E) 0满足本文定理的条件,故( E) 0 有唯一的周期为 1的周期解, 容易验证由下式定

义的函数 x ( t ) 即为此解 :

� � x ( t ) = 2pe
t- n

+
et- n

- cos(2�t ) + 2�sin(2�t )
1 + 4�

2 , � � ( n < t � n + 1, n � Z)��

其中 p =
1- e
1 + 4�2

� 1
2e- 1
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The Existence of Periodic Solutions of Impulsive

Differential Equations of Mixed Type

Fang Hui

( Depar tm ent of Mathem atics , Sichuan Univ er sity , Chen gdu 610064, P R Chin a )

Abstract: The existence of periodic solutions for a class of impulsive differential equations of mixed

type is studied by constructing periodic sequence solutions of difference equations.

Key words: mixed type; impulsive differential equation; periodic solution
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