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摘要 :  提出了 X_M_PN空间的新概念,在 X_M_PN空间中证明了锐角原理,同时得到了若干新的结

果# 
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设 R表示一切实数之集合, R
+ 表示一切非负实数的集合# 映象 F: R y R

+ 称为分布函

数,如果它是非减的、左连续的,又满足 :

  inf
t I R

F ( t) = 0, sup
t I R

F ( t) = 1,

用 D
+
表示一切分布函数之集合# 

令 D
+
0 = F I D

+
| F (0) = 0 # 

记 $c
X = T 为弱 $模 | T ( a, b ) , P( a, b) I [ 0, 1] ,对T I $c

X,令 S ( a, b ) = 1- T (1

- a, 1 - b )# 又记 T 0 = min a, b ; T 1 = max a, b # 

定义 1  设 E 是有单位元的可换环并且为实数域R上的代数, ( E , F, T) 是一个概率度量

空间,其中 F: E @ E y D
+
0 ,又满足下列条件 :

(X1) ( E, F, T) 是一个弱概率内积空间
[ 1, 2]

;

( X2) 令 Fx#y ( t ) = F( x , y ) ( t ) , Px , y I E ,其中/ #0为E 中的乘法符号, ( E, F , T) 是一个

Menger概率线性赋范空间(简称M_PN空间)# 那么我们称( E, F , T) 为 X_M_PN空间# 

例 1  设 R表示实数域, 在概率度量空间( R, F, T) 中,取T = T 0,对于 R中通常的加法和

乘法运算, R 为实数域 R上的代数# 如果我们令 Fx#y( t ) = F( x , y ) ( t ) = H ( t - | xy | ) , Px ,

y I R,那么( R, F , T) 是一个 X_M_PN空间# 

解  在 R中令( x , y ) = | xy | ,于是

F (x , y ) ( t ) = H ( t - ( x , y ) ) , Px , y I R,根据参考文献[ 2]、[ 1] 可知( R, F , T) 是一个弱

概率内积空间, 即满足定义 1中的条件 ( X1)# 

因为 Fx#y( t ) = H ( t - | xy | ) , Px , y I R,根据参考文献[ 3] 中例 1可知( R, F , T) 是一

个M_PN空间,于是( R, F , T) 满足定义 1中条件 ( X2)# 
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综上所述, 概率度量空间 ( R , F , T ) 为 X_M_PN空间# 

定义 2  在X_M_PN空间 ( E, F , T) 中,如果T = T 1, 那么我们称( E, F , T) 为H型X_M_PN

空间;如果 T = T 0,那么我们称( E, F , T) 为 B0 型X_M_PN空间# 

引理 1(参见文献[ 2]、[ 1] )  设 ( E , F , T ) 为弱概率内积空间, 则可赋予 E 上一族充分的

半内积: ( x , y ) r | r I (0, 1) ,即对 Pr I (0, 1) ,有:

  ( x , x ) r \ 0;

  ( x , x ) r = 0, Pr I (0, 1) Z x = H;

  ( x , y ) r = ( y , x ) r;

  ( Kx , y ) r = K( x , y ) r , PK I R;

  ( x + y , z ) r = ( x , z ) r + ( y , z ) r# 

又若 F( x , y ) I D
+
0 , 则( x , y ) r \ 0, r I (0, 1) ;且 r 1 [ r 2 ] ( x , y ) r

1
[ ( x , y ) r

2
# 

引理 2(参见文献[ 2]、[ 1] )  设 ( E , F , T ) 为H 型弱概率内积空间,则可由概率内积导出

一个内积( x , y ) ,使( E, (#, #) ) 成为内积空间# 反之,若( E , (#, #) ) 为内积空间,则可由内积

导出一个概率内积 F,使( E, F, T) 成为 H型弱概率内积空间# 

由定义1和定义2可知, : H型 X_M_PN空间必是H型弱概率内积空间; B0 型X_M_PN空间

必是 B0型弱概率内积空间# 

为便利起见, 在B0型 X_M_PN空间中,取定 r = r0, r0为(0, 1) 区间内的一个常数,并记( x ,

y ) r
0
= ( x , y ) , Px , y I E# 则H 型和 B0 型的 X_M_PN空间导出的内积都用(#, #) 表示# 

令 +x + = ( x , x ) , Px I E,则 + # +是H 型和 B0型 X_M_PN空间中的范数# 

根据参考文献[ 4]可知:概率度量空间中拓扑度定理在X_M_PN空间中成立# 

定理 1  设 ( E, F , T) 为H型或B0型 X_M_PN空间, D是E中有边界的开集, H I D ,又设

A: �D y E 紧连续, 并且当 x I 5D时,恒有: (Ax, x) \ 0,那么非线性算子方程A x = H在�D中

必有解(即 A在 �D 中必有零点) # 

证明  可设 Ax X H, P x I 5D(否则, Ax = H, P x I 5D, 即Ax = H在�D 中有解,定理

获得证明)

令    hK( x) = (1- K) x + KAx,   P x I �D , 0 [ K [ 1,

因此,由引理 1和引理 2可知:

  +hK( x) +2
= ( hK( x) , hK( x) ) = (1- K) 2 +x +2

+

2K(1- K) (Ax , x) + K2 +Ax +2# 

根据已知条件 (Ax, x) \0, H I D( +x + X 0, Px I 5D) 可知:当 x I 5D, 0 [ K [ 1时,有:

  +hK( x) +2
> 0,即: +hK( x) + > 0,   Px I 5D ,

从而 H I/ hK(5D) , 0 [ K [ 1# 于是,根据[ 4] 中拓扑度的同伦不变性与正规性可得 :

  deg( A, D, H) = deg( h1, D, H) = deg( h0, D, H) = deg( I , D, H) = 1# 

又根据[ 4]中拓扑度的可解性可知:存在 x0 I D使得Ax 0 = H,即Ax = H在 D 中必有解 x0# 

因此,非线性算子方程Ax = H在�D 中必有解# 

注  在定理 1中当 E = Rn , 条件(Ax , x) \ 0( P x I 5D) 表示广义向量 x 与 Ax 的夹角A是锐角(0 [ A

[ 90b)# 因此,我们称定理 1 为锐角原理# 

定理 2  设 ( E, F , T) 是一个H型或B0型 X_M_PN空间, D是E中有边界的开集, H I D ,
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又设A : �D y E 紧连续,并且当 x I 5D 时,恒有: (Ax, x) [ +x +2
, 则A在 �D 中必具有不动

点,即存在 x0 I �D ,使得Ax 0 = x 0 # 

证明  令 B = I - A,则当 x I 5D 时,

  (Bx , x) = ( x - A x, x) = ( x, x) - (Ax , x) = +x +2
- (Ax, x ) \ 0 # 

因此,根据定理 1可知:存在 x 0 I �D ,使得 :

  Bx0 = H,即 x 0- Ax 0 = H,即Ax 0 = x 0 # 

定理 3  设 ( E, F , T) 是一个H型或B0型 X_M_PN空间, D是E中有边界的开集, H I D ,

又设A: �D y E紧连续, 并且当 x I 5D时,恒有: +Ax + [ +x + ,则A在�D中必具有不动点,

即存在 x 0 I �D ,使得Ax0 = x 0 # 

证明  根据 [ 2]、[ 1]可知:在 H 型或 B0 型 X_M_PN 空间中, Schwarz不等式成立# 因而,

(Ax , x) [ +A x +#+x + [ +x +2
, Px I 5D# 所以, 定理3满足定理2的条件,由定理2可

得定理3的结论# 
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Some Theorems in the X_M_PN Space

Zhu Chuanxi
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Abstract: A new concept of the X_M_PN space is introduced, and the acute angle principle in the X_

M_PN space is proved. Meanwhile, some new results are obtained.
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