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变更 Boussinesq方程和 Kupershmidt方程
的 多 孤 子 解
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摘要 :  使用王明亮引进的齐次平衡方法, 求出了变更 Boussinesq 方程和 Kupershmidt 方程的多孤子

解,而王明亮给出的变更的 Boussinesq方程的单孤子解仅是上述结果的一种特殊情况# 
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最近, 王明亮提出了一种构造变更 Boussinesq方程单孤子解的齐次平衡方法
[ 1]

, 在这篇文

章,我们将推广这一方法,求出变更 Boussinesq方程和Kupershmidt方程的更一般的多孤子解# 

而王明亮给出的变更 Boussinesq方程的单孤子解仅是本文结果的一种特殊情况# 

文[ 1]给出的第一类变更的 Boussinesq方程[ 2]为

  H t + (Hu) x + uxxx = 0, (1)

  ut + H x + uux = 0# (2)

为了把方程( 1)和( 2)的非线性项和三阶偏导数项部分平衡,王明亮假定方程( 1)和( 2)的解形

式取为

  H ( x , t ) = f ( w ) xx + a = f dw 2
x + f cwxx + a, (3)

  u( x , t ) = f ( w ) x + b = f cwx + b# (4)

把( 3)和( 4)代入方程( 1)和( 2) , 我们可得到

  H t + (Hu) x + uxxx = f d +
1
2 f c2

d

w
4
x + f

(3)
( w

2
xw t + bw

3
x + 6w

2
xwxx) +

      5f cf dw2
xwxx + f d(2wxwxt + wxxw t + 3bwxwxx + aw

2
x + 4wxwxxx + 3w2

xx) +

      f c2
( w

2
xx + wxwxxx ) + f c( wxx t + awxx + bwxxx + wxxxx) = 0, (5)

  ut + H x + uux = f d+ 1
2
f c2

c

w
3
x + f d( wxw t + 3wxwxx + bw

2
x ) +

      f c2
wxwxx + f c( wx t + bwxx + wxxx) = 0# (6)

令方程( 5)中 w
4
x 项前的系数和方程(6) 中 w

3
x 项前的系数为零,得到
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  f d+ 1
2
f c2

= 0# (7)

从方程( 7)可解得

  f = 2lnw# (8)

使用方程( 7) ,令方程( 5)中 f
(3)
、f d、f c前的系数和方程( 6) 中 f d、f c前的系数为零, 我们可

导出一组 w ( x , t ) 应满足的方程

  w
2
x ( w t + bwx + wxx ) = 0, (9)

  2wx( w t + bwx + wxx ) x + wxx( w t + bwx + wxx) = 0, (10)

  w t + awxx + bwx + wxx = 0, (11)

  wx ( w t + bwx + wxx ) = 0, (12)

  ( w t + bwx + wxx) x = 0# (13)

从方程( 9) ~ ( 13) ,假定

  a = 0, (14)

我们能得到满足方程( 9) ~ ( 13)的 w ( x , t ) 的一般解为

  w ( x , t ) = 1+ E
n

j= 1
kj exp[ kjx - ( bkj + k

2
j ) t ] , (15)

其中 kj 为任意常数# 

把( 8)、( 14)、( 15)代入方程( 3)和( 4) , 我们可得到方程( 1)和( 2)的一般形式的多孤子解

  H ( x , t ) = -

2 E
n

j = 1

kj exp[ kjx - ( bkj + k
2
j ) t ]

2

1 + E
n

j= 1
exp[ kjx - ( bkj + k

2
j ) t ]

2
+

2 E
n

j= 1
k

2
j exp[ kjx - ( bkj + k

2
j ) t ]

1+ E
n

j= 1
exp[ kjx - ( bkj + k

2
j ) t ]

, (16)

  u( x , t ) =

2 E
n

j= 1
kj exp[ kjx - ( bkj + k

2
j ) t ]

1+ E
n

j= 1
exp[ kjx - ( bkj + k

2
j ) t ]

+ b , (17)

其中 b 可取任意常数# 

取 n = 1,得到

  H ( x , t ) =
1
2
k

2
1sech2 1

2
( k 1x - ( bk 1+ k

2
1) t ) , (18)

  u( x , t ) = k 1tanh
1
2 ( k 1x - ( bk 1+ k

2
1) t ) + b+ k1# (19)

解( 18)和( 19)正是王明亮给出的方程( 1)和( 2)的单孤子解# 

取 n = 2,得到

  u( x , t ) = 2
k 1e

N
1+ k2e

N
2

1 + eN1+ eN2
+ b, (20)

  H ( x , t ) = 2
k

2
1e
N

1 + k
2
2e
N

2+ ( k1 - k2)
2eN1+ N

2

(1+ eN1 + eN2)
2 - 1, (21)

其中
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  N1 = k1x - ( bk 1+ k
2
1) t , (22)

  N2 = k2x - ( bk 2+ k
2
2) t# (23)

解( 20)和( 21)就是方程( 1)和( 2)的双孤子解# 

取 n = 3,得到

  u( x , t ) = 2
k 1e

N
1+ k2e

N
2 + k 3e

N
3

1 + e
N

1+ e
N

2 + e
N

3
+ b , (24)

  H ( x , t ) = 2
k

2
1e
N

1 + k
2
2e
N

2+ k
2
3e
N

3 + ( k 1- k 2)
2eN1

+ N
2

(1+ eN1 + eN2+ eN3) 2 +

2
( k 1- k 3)

2eN1+ N
3 + ( k 2- k 3)

2eN2+ N
3

(1+ eN1 + eN2 + eN3) 2 - 1, (25)

其中

  N3 = k3x - ( bk 3+ k
2
3) t# (26)

我们能把上面的思想推广研究 Kupershmidt方程[ 3]

  ut + uux + H x + Duxx = 0, (27)

  H t + (Hu) x - DH xx = 0# (28)

为了把方程( 27)和( 28)的非线性项和二阶偏导数项部分平衡,我们假设方程( 27)和( 28)的解

形式取为

  H = Af (w ) xx + c = Af dw 2
x + Af cwxx + c, (29)

  u = Bf (w ) x + d = Bf cwx + d, (30)

其中函数 f ( w ) , w ( x , t ) 和常数 A , B, c, d 待定# 

把( 29)和( 30)代入方程( 27)和( 28) ,我们得到

  [ B
2
f cf d+ (A + BD) f

( 3)
] w

3
x + ( Bwxw t + dBw

2
x + 3Awxwxx + 3BDwxwxx )f d+

      ( Bwxt + dBwxx + Awxxx + BDwxxx )f c+ B
2
f c2

wxwxx = 0, (31)

  ( ABf cf (3)
- ADf (4)

+ ABf d2
) w

4
x + (Aw

2
xw t + Adw

3
x - 4ADw 2

xwxx )f
(3)

+

      5ABw 2
xwxxf cf d+ (2Awxwx t + Aw twxx + 3Adwxwxx + Bcw

2
x -

      3ADw2
xx - 4ADwxwxxx )f d+ (Awxx t + Adwxxx + Bcwxx - ADwxxxx )f c+

      ( ABwxwxxx + ABw
2
xx) f c2

= 0# (32)

令方程( 31)中 w
3
x 项前的系数和(32) 中 w

4
x 项前的系数为零,我们得到

  B
2
f cf d + ( A + BD)f (3)

= 0, (33)

  B( f cf ( 3)
+ f d2

) - Df (4)
= 0# (34)

假定

  A = - 2BD, (35)

方程( 33)和( 34)有解

  f = -
2D
B

lnw , (36)

从( 36)可导出

  Bf cf d- Df (3)
= 0, (37)

  Bf c(2)
- 2Df d = 0# (38)

使用( 33) ~ ( 38) , 令方程( 31)中的 f d、f c前的系数和方程(32) 中 f
( 3)、f d、f c前的系数为零,

我们可得一组 w ( x , t ) 应满足的方程
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  Bwx ( w t + dwx - Dwxx) = 0, (39)

  B( w t + dwx - Dwxx ) x = 0, (40)

  Aw
2
x( w t + dwx - Dwxx ) = 0, (41)

  2Awx w t + dwx +
Bc
2A - Dwxx

x
+ Awxx ( w t + dwx - Dwxx) = 0, (42)

  A w t + dwx + Dwxx +
Bc
A
w

xx
= 0# (43)

从方程( 39) ~ ( 43) ,假定

  c = 0, (44)

我们能得到满足方程( 39) ~ ( 43)的 w ( x , t ) 的一般解为

  w ( x , t ) = 1+ E
n

j= 1

exp[ kjx - ( dkj - Dk 2
j ) t ] , (45)

其中 kj 是任意常数# 

根据方程( 35) ~ ( 36) , 从方程( 29)和( 30) ,我们得到方程( 27)和( 28)的一般多孤子解:

  u( x , t ) = - 2D
E
n

j= 1

kj exp[ kjx - ( dkj - Dk2
j ) t ]

1+ E
n

j= 1
exp[ kjx - ( dkj - Dk 2

j ) t ]

+ d, (46)

  H ( x , t ) = 4D2
E
n

j= 1
kj exp[ kjx - ( dkj + Dk2

j ) t ]
2

1 + E
n

j= 1
exp[ kjx - ( dkj + Dk

2
j ) t ]

2
-

4D2
E
n

j= 1
k

2
j exp[ kjx - ( dkj + Dk 2

j ) t ]

1+ E
n

j= 1
exp[ kjx - ( dkj + Dk

2
j ) t ]

, (47)

其中 d 可取任意常数# 

取 n = 1,得到

  u( x , t ) = - Dk1tanh
1
2 ( k1x - ( dk 1- Dk

2
1) t ) + d - Dk1, (48)

  H ( x , t ) = D2
k

2
1sech2 1

2
( k1x - ( dk 1- Dk2

1) t ) # (49)

取 n = 2,得到

  u( x , t ) = - 2D
k1e

N
1 + k 2e

N
2

1+ eN1 + eN2
+ a, (50)

  H ( x , t ) = 4D
2 k

2
1e
N

1 + k
2
2e
N

2+ ( k1 - k2)
2eN1+ N

2

(1+ e
N

1 + e
N

2)
2 - 1, (51)

其中

  N1 = k1x - ( dk1+ k
2
1) t , (52)

  N2 = k2x - ( dk2+ k
2
2) t# (53)

取 n = 3,得到

  u( x , t ) = - 2D
k1e

N
1 + k 2e

N
2+ k3e

N
3

1+ e
N

1 + e
N

2+ e
N

3
+ a, (54)
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  H ( x , t ) = 4D
2 k

2
1e
N

1 + k
2
2e
N

2+ 2k
2
3e
N

3 + ( k 1- k 2)
2
e
N

1
+ N

2

(1 + e
N

1 + e
N

2 + e
N

3)
2 +

4D2 ( k 1- k 3)
2eN1+ N

3 + ( k 2- k 3)
2eN2+ N

3

(1+ eN1 + eN2 + eN3) 2 - 1, (55)

其中

  N3 = k3x - ( dk3+ k
2
3) t# (56)

总之, 通过使用齐次平衡方法, 我们能求出第一变更 Boussinesq方程和 Kupershmidt方程的

一般形式的多孤子解# 值得指出的是, 第二类变更的 Boussinesq方程[ 4]的多孤子解不能用这

种方法得到# 推广本文给出的方法到高阶非线性演化方程值得进一步研究# 
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Multi_Solitary Wave Solutions for Variant Boussinesq
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Abstract: Using the homogeneous balance method introduced by Wang Mingliang, the multi_solitary

wave solutions are obtained for the variant Boussinesq equation and Kupershmidt equation. The

Wang. s result is a special case of above results for the variant Boussinesq equation.
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