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伴有边界摄动二阶非线性系统的奇摄动
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(林宗池推荐)

摘要 :  讨论了伴有边界摄动的含积分算子的二阶非线性微分方程组边值问题的奇摄动# 在适当

的假设条件下,通过对角化技巧, 证明了解的存在,并估计了余项# 
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研究含积分算子的二阶非线性系统

  Eyd = f ( t , y ,T *
y, E) yc+ g ( t , y, T*

y , E) , (1)

并伴有边界摄动:

  y ( t , E) | t = U(E) = A( E) , y ( t , E) | t= 1+ W( E) = B( E) (2)

的奇摄动,其中 E> 0是小参数, U( E)、W( E) 是关于 E充分光滑的数量函数,具有性质:

  lim
Ey 0+

U( E) = U(0) = 0, lim
Ey0+

W( E) = W(0) = 0,

y , g, A, B I R
n
, f 是n @ n 阶矩阵函数,

  T *
y ( t ) = Q

1

t
k( t , s, y ( s, E) , E)ds,   k I R

m # 

积分微分方程组的奇摄动已有一些工作[ 1~ 4] ,本文是研究伴有边界摄动的积分微分方程

组的奇摄动# 通过对角化技巧,利用逐步逼近法证明了解的存在,并讨论了解的渐近性态# 

首先假设

( Ñ) 退化问题

  
0 = f ( t , u,T

*
u , 0) uc+ g( t , u,T

*
u, 0) ,

u (1) = B(0)
(3)

有解 u( t ) I C
N+ 2
[- E0, 1+ E0] ( E0> 0是小常数)使得 f ( t , u,T

*
u, 0) 的每一个特征值 Ki ( t )

有ReKi ( t ) [ - 8L0 < 0, i = 1, 2, 3, ,, n# 同时,对于满足0 < | H| [ | y (0, 0) - u(0) | 的所

有 H+ u(0) 内积

  H
TQ

H

0
f (0, u(0) + s ,T

*
u(0) , 0)ds < 0# 

( Ò) f ( t , y , z , E) , g( t , y , z , E) 在曲线 L 的某个D_管中关于( t , y , z , E) 具有直到包括(N
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+ 2) 阶在内的连续偏导数,其中曲线

  L = ( t , y , z , E) : t = 0, y = u (0) + P0y ( S) , S \ 0, z = T *
u (0) , E= 0 G

( t , y , z , E) : - E0 [ t [ 1+ E0, y = u( t ) , z = T
*
u( t ) , E= 0 # 

P0y ( S) , S \ 0将在下文给出# 

( Ó) k( t , s , y( s, E) , E) 在曲线

  L
*
= ( t , s, y , E) : - E0 [ t [ s [ 1+ E0, y = u( s ) , E= 0

的某个 D_管中,对其所有变量具有直到包括(N + 1) 阶在内的连续偏导数# 

( Ô) A( E) = A0 + E
]

i= 1
AiE

i
, B( E) = B0+ E

]

i= 1
BiE

i# 

此外,对向量函数或矩阵函数 X( t ) = [ x ij ( t ) ] I C [ 0, 1] ,规定

  | X( t ) | = E
i, j

x
2
ij ( t )

1/ 2
, +X( t ) + = max

0 [ t [ 1
| X( t ) | # 

并将曲线的 D_管理解为相应空间中所有与曲线的距离在上述模意义下不超过D的点的集

合# 

令问题( 1) ~ ( 2)的外解 �y ( t , E) 有如下形式的展开式:

  �y ( t , E) ~ �y 0( t ) + E
]

i= 1
�yi ( t ) E

i# (4)

将( 4)代入( 1) ,得到展开式( 4)各项系数 �y i ( t ) 的方程组

  0 = f ( t , �y 0, T
* �y 0, 0)�y

c
0+ g ( t , �y 0,T

* �y 0, 0) , ( 5)

  f ( t , �y 0,T
* �y 0, 0)�y

c
i + F0y ( t )�y i + F0zT

*
i �y i + Ui- 1( t ) = �y

d
i- 1( t ) , (6)

其中

  F0y( t ) =
5
5 y [ f ( t , �y 0,T

* �y 0, 0)�y
c
0+ g( t , �y 0, T

* �y 0, 0) ] ,

  F0z ( t ) =
5
5 z [ f ( t , �y 0, T

* �y 0, 0)�y
c
0+ g ( t , �y 0,T

* �y 0, 0) ] ,

  T
*
0 �y 0( t ) = T

*
�y 0( t ) = Q

1

t
k( t , s , �y 0( s) , 0)ds,

  T *
i �y i ( t ) = Q

1

t
[ ky( t , s, �y 0( s ) , 0)�y i ( s ) + Ri- 1( t , s, �y 0( s) , �y 1( s) , ,, �y i- 1( s ) ) ] ds,

Ui- 1( t ) 是 t , �yj ( t ) (0 [ j [ i - 1) 的已知函数# 

为了确定方程( 5)、( 6)的解,需要相应的定解条件# 为此,令 �y [ 1+ W( E) , E] = B( E) ,并将

�y (1+ W( E) , E) 展开成 E的幂级数:

  �y [ 1+ W( E) , E] ~ �y 0(1) + E
]

i = 1
Ei [�yi (1) + ei ] , (7)

其中 ei 是由 y
(r)
j (1) (0 [ j [ i - 1, 1 [ j + r [ i ) 决定,由( Ô) 及(7) 得到:

  �y 0(1) = B0( = B(0) ) , (8)

  �y i (1) = Bi - ei ,   ( i = 1, 2, ,)# (9)

由( Ñ )知问题( 5)、( 8)的解存在且有 �y 0( t ) = u( t ) , - E0 [ t [ 1+ E0# 问题(6)、(9) 是

非奇异线性初值问题,利用逐步逼近法,不难验证,其解存在且唯一# 故由 �y 0( t ) 可依次确定

唯一的�yi ( t ) , - E0 [ t [ 1 + E0, i = 1, 2, ,# 展开式(4) 由 �y 0( t ) 就不难产生了# 

一般说来, 外解 �y ( t , E) 在 t = U( E) 不满足边界条件,因此我们在 t = U( E) 近旁构造具
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有边界层性质的函数 Py ( S, E) ,其中 S = ( t - U( E) ) / E为伸长变量# 

令:

  y = �y ( t , E) + Py ( S, E) , (10)

  Py ( S, E) ~ P0y ( S) + E
]

i = 1
EiPi y ( S)# (11)

将( 10)代入( 1)、( 2)并注意到�y ( t , E) 满足(1) 和( 2) 的第二式, 得:

  d
2
Py

dS2
= E f [ t , �y ( t , E) + Py ( S, E) , T*

(�y ( t , E) + Py ( S, E) ) , E] @

�yc( t , E) + 1
E
dPy
dS

+ g[ t , �y ( t , E) + Py ( S, E) , T*
(�y ( t , E) +

Py ( S, E) ) , E] - f [ t , �y ( t , E) ,T * �y ( t , E) , E]�yc( t , E) -

g[ t , �y ( t , E) , T* �y ( t , E) , E]
t = ES+ U(E)

, (12)

  Py (0, E) = A( E) - �y ( U( E) , E)# (13)

将( 11)代入( 12)、( 13) ,并将其右边展成 E的幂级数,比较E同次幂的系数并注意到Py ( S) 仅在

t = U( E) ( S = 0) 附近存在, 而在 t = 1+ W( E) ( S y+ ] ) 附近迅速趋于零,得 :

  
d2P0y
dS2

= f (0, �y 0(0) + P0y ( S) , T
*
y 0(0) , 0)

dP0y
dS
,

P0 y (0) = A0- �y 0(0) , P0y (+ ] ) = 0;

(14)

  

d2Pi y
dS2

= f (0, �y 0(0) + P0y ( S) , T
*
y 0(0) , 0)

dPi y
dS

+

  5
5y f (0, �y 0(0) + P0y ( S) ,T

*
y 0(0) , 0)

dP0y
dS

Pi y + Ei- 1( S) ,

Pi y( 0) = Ai - �yi ( 0) - di , Piy(+ ] ) = 0;

(15)

其中 Ei- 1( S) 是Pj y( S) , dPj y / dS,PjT
*
y ( S) , (0 [ j [ i - 1) 的不含常数项的多项式,该多项

式的系数是以 S的有界函数为系数的S的多项式, di由 y
( r)
j (0) (0 [ j [ i - 1, 0 [ j + r [ i )

决定,以及

  P0T
*
y( S) = Q

+ ]

S
[ k(0, 0, �y 0(0) + P0y ( Q) , 0) - k(0, 0, �y 0(0) , 0) ] dQ,

  PjT
*
y ( S) = Q

+ ]

S
[ ky(0, 0, �y 0(0) + P0y ( Q) , 0)Pi y ( Q) + si- 1( S, Q) ] dQ,

si- 1是 Pj y ( Q) ( j = 1, 2, ,, i- 1) 的不含常数项的多项式, 该多项式的系数是以 Q的有界函数

为系数的 S、Q的多项式# 

由( Ñ )并参阅文[ 5]可知问题( 14)存在满足 P0y (+ ] ) = 0的指数型衰减解 P0y ( S) , S \
0, 从而由问题(15)可依次确定满足Pi y (+ ] ) = 0的指数型衰减解Pi y ( S) , S \0, i = 1, 2, ,

于是得到问题( 1) ~ (2) 的形式渐近解# 

  E
]

i= 0

�y i ( t ) + Pi y
t - U( E)

E
Ei# (16)

下面将证明形式渐近展开式( 16)关于 U( E) [ t [ 1+ W( E) , 0 < E [ E0是一致有效的# 

令 yN ( t , E) = E
N

i= 0

[�y i ( t ) + Pi y ( S) ] E
i# 

定理  如果( Ñ ) ~ ( Ô)成立, 那么存在 E0 > 0,当 0 < E [ E0 时, 问题(1) ~ (2) 存在解
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y ( t , E) 且满足 y( t , E) = yN ( t , E) + O( EN+ 1
) , U( E) [ t [ 1 + W( E) # 

证明  令

  U = y - yN , R = T*
y - T *

yN , (17)

将( 17)代入( 1)、( 2)得到:

  Rc = - [ k ( t , t , U+ yN , E) - k ( t , t , yN , E) ] +

Q
1

t
[ kt ( t , s , U+ yN , E) - kt ( t , s , yN , E) ] ds, (18)

  EUd = f ( t , U+ yN , R + T *
yN , E) ( Uc+ y

c
N ) + g( t , U+ yN , R + T*

yN , E) -

f ( t , yN , T
*
yN , E) y

c
N - g( t , yN ,T

*
yN , E) + O( E

N+ 1
) , (19)

  U( U( E) , E) = O( EN+ 1
) , U(1+ W( E) , E) = O( EN+ 1

)# (20)

此外,对 M = ( M1, M2, ,, Mm) I [- 1, 1] m ,令

  R(1+ W( E) , E) = MEN+ 1
, (21)

将( 19)改写为:

  EUd- Fyc( t , E) Uc- Fy( t , E) U = h ( t , U, Uc, R, E) , (22)

其中, F( t , E) = F( t , y , z, yc, E) S f ( t , y , z , E) yc + g( t , y , z , E) , Jacobi 矩阵 Fyc( t , E) ,

Fy ( t , E) 及下文中的 Fz ( t , E) 在点( t , yN , T
*
yN , y

c
N , E) 取值 ,

  h ( t , U, Uc, R, E) = f ( t , U+ yN , R + T
*
yN , E) ( Uc+ y

c
N ) +

      g( t , U+ yN , R + T*
yN , E) - f ( t , yN , T

*
yN , E) y

c
N -

      g( t , yN ,T
*
yN , E) + O( E

N+ 1
) - Fyc( t , E) Uc- Fy( t , E) U# 

引理 1
[ 6, 7]  对于上述 Fyc( t , E) , Fy( t , E) 存在 E1 > 0,当 0 < E [ E1时矩阵微分方程:

  EPc= Fyc ( t , E) P- EP
2
+ Fy ( t , E) , P( U( E) , E) = 0, (23)

  EQc= EP( t , E) Q+ Q[- Fyc( t , E) + EP( t , E) ] - I, Q(1+ W( E) , E) = 0 (24)

分别有解 Pn@ n = P( t , E) , Qn@ n = Q( t , E) 关于 U( E) [ t [ 1+ W( E) , 0 < E [ E1一致有界:

存在正常数 p 0, q0使得

  +P ( t , E) + [ p 0, +Q( t , E) + [ q0 (25)

和

  lim
Ey 0

+
Q( t , E) = [ Fyc( t , 0) ]

- 1# (26)

注  对参数 E> 0 充分小的要求,在下文中还将多次出现, 我们约定今后用同一个 E1 来表示满足对 E充

分小的所有要求: 0 < E [ E1# 

利用变量替换

  V = Uc- PU, W= U+ EQV (27)

将( 20)、( 22)变换为

  Wc = P( t , E) W+ Q( t , E) h
*
( t , W, V, R , E) ; (28)

  EVc = [ Fyc( t , E) - EP( t , E) ] V+ h
*
( t , W, V, R , E) ; (29)

  
W( t , E) - EQ( t , E) V( t , E) | t= U( E) = O( EN+ 1

) ,

W(1+ W( E) , E) = O( E
N+ 1
)# 

(30)

令 J =
R

W
并将(18) , (21) , (28) ~ (30) 重新写成
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  Jc= A( t , E) J + B( t , E) V+ G1( t , E) ; (31)

  EVc = C( t , E)J + D( t , E) V+ G2( t , E) ; (32)

  
J(1 + W( E) , E) = O( EN+ 1

) = H1( E) ,

(0 In) J( t , E) - EQ( t , E) V( t , E) | t= U( E) = O( EN+ 1
) = H2( E) ;

(33)

其中

  A( t , E) =
0 A12( t , E)

A21( t , E) P ( t , E)
,

  A12( t , E) = - ky ( t , t , yN ( t , E) , E) +Q
1

t
kty ( t , s, yN ( t , E) , E)ds ,

  A21( t , E) = Q( t , E) Fz ( t , E) ;

  B( t , E) =
B11( t , E)

0
, B11( t , E) = - EA12( t , E) Q( t , E) ;

  C( t , E) = [ Fz ( t , E)  0] ; D( t , E) = Fyc( t , E) - EP( t , E) ;

  G1( t , E) =
G11( t , E)

G12( t , E)
,

  G11( t , E) = - [ k ( t , t , U+ yN , E) - k ( t , t , yN , E) ] +

Q
1

t
[ kt ( t , s , U+ yN , E) - kt ( t , s , yN , E) ] ds -

A12( t , E) W- B11( t , E) V,

  G12( t , E) = Q( t , E) ( h*
( t , E) - Fz ( t , E) R) ,

  G2( t , E) = h
*
( t , E) - Fz ( t , E) R ;

  h
*
( t , E) S h

*
( t , W, V, R , E) S h( t , U, Uc, R , E) # 

引理 2[ 6, 7]  对于上述 A、B、C、D 存在E1 > 0,当 0 < E [ E1 时矩阵微分方程

ET c = D( t , E) T- ETA( t , E) + ETB( t , E) T- C( t , E) ,   T[ U( E) , E] = 0; (34)

ESc= E[ A( t , E) - B( t , E) T( t , E) ] S - S [ D( t , E) + ET( t , E) B( t , E) ] - B( t , E) ,

S(1+ W( E) , E) = 0

(35)

分别有解 Tn@ ( m+ n) = T( t , E) , S( n+ m) @ n = S ( t , E) 关于 U( E) [ t [ 1+ W( E) , 0 < E [ E1一

致有界:存在正常数 T 0, S0 使得

  + T( t , E) + [ T 0, +S ( t , E) + [ S0# (36)

利用变量替换

  N= J + ESG, G = V+ TJ , (37)

将( 31) ~ ( 33)变换为

  Nc= [ A( t , E) - B( t , E) T( t , E) ] N+ �G1( N, G) ; (38)

  EGc= [ D ( t , E) + ET( t , E) B( t , E) ] G+ �G2( N, G) ; (39)

  
N(1 + W( E) , E) = H1( E) ,

(0n@m  In) N( t , E) - E[ (0n@ m  In) S ( t , E) @ Q( t , E) ] G( t , E) | t = U( E) = H2( E) ;

(40)

其中:

  �G1( N, G) = ( Im@ n + EST) G1+ SG2,
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  �G2( N, G) = ETG1+ G2# 

由( 26)知,当 E> 0充分小时, (0  I ) S( U( E) , E) + Q( U( E) , E) 的逆存在且有界,故问题

(38) ~ ( 40) 等价于积分方程

  N( t , E) = Z( t ) H1( E) +Q
t

1+ W(E)
Z( t ) Z

- 1
( s ) �G1( s, N( s ) , G( s ) , E)ds , (41)

  EG( t , E) = H( t ) [ ( 0n@ m  In) S( U( E) , E) + Q( U( E) , E) ]- 1 @

[ (0n@ m  In) N( U( E) , E) - H2( E) ] +

Q
t

U( E)
H( t ) H

- 1
( s) �G2( s , N( s) , G( s) , E)ds# (42)

由条件( Ñ)知矩阵 D( t , E) - ET( t , E) B( t , E) 的每一个特征值实部 [ - L0< 0,所以齐线

性系统

  EGc= [ D ( t , E) + ET( t , E) B( t , E) ] G (43)

有一个指数二分法: 存在 l > 0,使得

  | H( t ) H
- 1
( s) | [ le- L0( t- s) / 2E,   U( E) [ s [ t [ 1+ W( E)# (44)

由 A( t , E) - B( t , E) T( t , E) 的有界性知对足够大的 l > 1,有

  | Z( t ) Z
- 1
( s ) | [ 1,   U( E) [ s , t [ 1+ W( E) , (45)

这里 Z( t ) = Z( t , E) , H( t ) = H ( t , E) 分别是(38)、(39) 对应的齐线性系统的基本解矩阵,满

足 Z(1+ W( E) , E) = Im+ n, H( U( E) , E) = In# 

令 ( N0, G0) = (0, 0) 并作如下迭代

  Nk+ 1( t , E) = Z( t ) H1( E) +Q
t

1+ W( E)
Z( t ) Z

- 1
( s) �G1( s , Nk( s) , Gk( s) , E)ds, (46)

  EGk+ 1( t , E) = H ( t ) [ (0n@m  In) S ( U( E) , E) + Q( U( E) , E) ]- 1 @

[ (0n@m  In) Nk+ 1( U( E) , E) - H2( E) ] +

Q
t

U(E)
H( t ) H

- 1
( s) �G2( s, Nk( s ) , Gk( s) , E)d s, (47)

易知,当 U( E) [ t [ 1+ W( E) , 0 < E [ E1, �Gi ( t , N, G, E) , ( i = 1, 2) 具有:

¹ +�Gi ( t , 0, 0, E) + [ M 0E
N+ 1
; (48)

º 存在常数 K > 0,使得

  +�Gi ( t , N, G, E) - �Gi ( t , N* , G* , E) + [ K + V ( N, N* , G, G* ) +, (49)

其中 V ( N, N
*
, G, G

*
) 是下面三个值中得最大者:

  | N- N* | #max( | N| , | N* | , | G | , | G* | ) ,

  E | G- G* | #max( | N | , | N* | , | G | , | G* | ) ,

  | G- G
*
| #max( | N| , | N

*
| , E | G | , E| G

*
| )# 

对于 R 0 = l [ h0( lH0+ 2lM0) + h0H0 + 4M 0L
- 1
0 + H0 + 2M0] , 取 E > 0 如此之小, 使得 r =

2lKR0(2lh0+ 4L- 1
0 + 2) EN < 1/ 2, 其中正常数 H0、h0 分别使下列不等式成立:

  +H1( E) + , +H2( E) + [ H0E
N+ 1
,

  + [ (0n@ m  In ) S ( U( E) , E) + Q( U( E) , E) ]
- 1+ [ h0 # 

利用数学归纳法可推得当 U( E) [ t [ 1 + W( E) , 0 < E [ E1 时

  +NK ( t , E) + , E+ GK ( t , E) + [ 2R0E
N+ 1
,

  +NK ( t , E) - NK- 1( t , E) +, E+ GK ( t , E) - GK- 1( t , E) + [ R0r
K- 1

E
N+ 1# 
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由此得出序列

  NK ( t , E)
]
1 , GK ( t , E)

]
1

关于 U( E) [ t [ 1+ W( E) , 0 < E[ E0一致地收敛于问题(38) ~ (40)的解( N( t , E) , G( t , E) ) ,

从而问题(18) ~ (21) 存在解( R( t , E) , U( t , E) ) 且满足

  
R( t , E) , U( t , E) = O( EN+ 1

) , Uc( t , E) = O( EN ) ,

U( E) [ t [ 1 + W( E) ,   0 < E [ E1# 
(50)

由( 50)可知当 E> 0充分小时成立:

  E- (N+ 1) Q
1

1+ W( E)
[ k( t , s, yN + U, E) - k( t , s , yN , E) ] d s [ 1# 

定义 [- 1, 1] m y [- 1, 1] m 上的连续映射J *
(M) :

  J
*
(M) = E- (N+ 1)Q

1

1+ W( E)
[ k( t , s, yN + U, S ) - k( t , s , yN , E) ] ds,

可证明 J
*
(M) 为压缩映射# 事实上任取M

( i)

= ( M
( i )

1 , M
( i)

m) I [- 1, 1] m( i = 1, 2, ) ,则边值

问题(18) ~ ( 21) 分别有解( R1( t , E) , U1( t , E) ) 和( R2( t , E) , U2( t , E) ) # 

令 �R = R1- R2, �U = U1- U2,那么 �R , �U可满足

  �Rc = - [ k ( t , t , �U+ U2+ yN , E) - k( t , t , U2 + yN , E) ] +

Q
1

t
[ kt ( t , s , �U+ U2+ yN , E) - k t ( t , s, U2+ yN , E) ] ds, (51)

  E�Ud = F( t , �U+ U2+ yN , �R + R2+ T*
yN , �Uc+ U

c
2 + y

c
N , E) -

F( t , U2 + yN , R2+ T
*
yN , U

c
2+ y

c
N , E) , (52)

  �R(1+ W( E) , E) = (M
(1)

- M
( 2)

) EN+ 1
, �U( U( E) , E) = �U(1+ U( E) , E) = 0# (53)

关于边值问题( 51) ~ ( 53)再次应用求解( 18) ~ ( 21)的步骤, 可得

  �R( t , E) , �U( t , E) = O( E
N+ 1
) , �Uc( t , E) = O( E

N
) ,

从而有

  lim
Ey 0

+
E
- (N+ 1)Q

1

1+ W(E)
[ k( t , E, �U+ �U2+ yN , E) - k ( t , s, U2+ yN , E) ] ds = 0# 

对0 < L n 1存在 E2 > 0使得 0 < E [ E2 时有

  +J * (M
(1)

) - J
*
(M
(2)

) + [ L+(M
( 1)

) - (M
( 2)

) +# 

根据不动点原理知 J
* 在[- 1, 1] m中有唯一的不动点M

*
: J

*
(M

*
) = M

* # 于是对于M
*
=

(M
*
1 , ,, M*

m ) I [- 1, 1] m ,问题(18) ~ (21) 的解 R( t , E)、U( t , E) 存在且有

  R( t , E) , U( t , E) = O( EN+ 1
) , Uc( t , E) = O( EN )

以及

  R(1+ W( E) , E) = M
* EN+ 1# 

返回到原来的变量知存在 E0 = min( E1, E2) ,当 0 < E [ E0 时,问题(1)、(2) 存在解 y( t ,

E) , U( E) [ t [ 1+ U( E) ,且成立

  y ( t , E) = yN ( t , E) + O( E
N+ 1
) ,

  yc( t , E) = y
c
N ( t , E) + O( E

N
)# 

定理证毕# 
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Singular Perturbation of Second Order Nonlinear

SystemWith Boundary Perturbation

Chen Yusen

( Depa rtm ent of Mathema tics , Fuqin g Bran ch , Fujian Norma l

Univ er sity , Fuqin g , Fu jian 350300, P R Chin a )

Abstract: The singular perturbation of boundary value problem of second order nonlinear system of

differential equations with integral operators and boundary perturbation is discussed. Under the

suitable assumed conditions, by the technique of diagonalization, the existence of the solutions is

proved and its remainder term is estimated.

Key words: singular perturbation; boundary perturbation; diagonalization
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