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摘要: � 同时考虑应力和位移约束的连续体结构拓扑优化问题, 很难用现有的均匀化方法或变密

度方法等求解�� 主要困难在于难以建立应力和位移约束与拓扑设计变量间显式关系式; 即使建立

了这种关系,也由于优化问题规模过大, 利用常规的数学规划方法难以求解�� 隋允康、杨德庆曾提

出了基于独立连续拓扑变量及映射变换( ICM )的桁架结构拓扑优化模型�� 本文在此基础上,建立

了以重量为目标,考虑应力和位移约束的连续体结构拓扑优化模型, 并推导出应力及位移约束与

拓扑设计变量间显式关系式�� 利用对偶规划简化模型, 通过对应力拓扑解和位移_应力拓扑解的综

合协调,进而对于拓扑协调解采用阈值完成从离散到连续的反演�� 数值算例验证了本文模型及算

法的有效性��
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引 � �言

连续体结构拓扑优化由于其特殊难度, 直到近10年来才得到飞速发展, 代表性的工作有

均匀化法、变密度法以及变厚度法等[ 1~ 5]��已有工作主要研究了以结构柔顺度(或应变能)为

目标函数, 受整体约束(如体积约束、结构自振频率约束等)下的优化问题, 对含应力与位移

约束的连续体结构拓扑优化问题的研究很少见诸刊物��这主要是由于以下原因: 1) 利用目

前给出的均匀化法或密度法的模型很难建立应力和位移约束与拓扑设计变量的近似显函数关

系式�� 2) 以结构柔顺度为目标时, 它与各工况边界条件有关, 多工况时结构拓扑优化成为多

目标问题, 难以处理��难以同时考虑应力与位移约束, 通常只能考虑体积约束�� 3) 连续体结

构拓扑优化问题的规模很大, 利用常规的数学规划方法难以求解��

实际结构中应力和位移约束是非常重要的,不考虑它们的设计是不能付诸工程使用的��

我们的研究认为,上述问题一个是模型化问题,另一个是建立适当模型后, 采用合理算法求解,

克服求解规模大这个难题��本文根据文[ 6]提出的基于独立连续拓扑变量和映射变换 ICM( In-

dependent_Continous Mapping)的拓扑优化方法,建立了以重量为目标,考虑应力和位移约束的连

续体结构拓扑优化模型, 并给出应力及位移约束与拓扑设计变量间近似显式关系��利用对偶

规划简化模型, 并交替使用规划法和准则法, 效率较高地解决了这一问题��
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1 �应力和位移约束下连续体结构拓扑优化模型及对偶解法

将文[ 6]提出的独立连续拓扑变量概念用于连续体结构拓扑优化��引入拓扑变量 ti �

[ 0, 1] 表征第 i号膜或块体单元的有与无,代替传统的 t i = 0或1的离散值; ti取[ 0, 1] 中的连

续值,表示从有到无的过渡状态, 并用过滤函数 f ( ti ) 识别单元重量、刚度和许用应力�� 于是

将离散的拓扑优化模型映射成连续可微的优化模型 :

� �

求 t = ( t 1, t2, � , tn )T
,

min W = �
n

i= 1

f ( ti ) w
0
i ,

s. t . �il � f ( t i ) ��0i ,

ur l � �u r,

0 � ti � 1,

( i = 1, � , n; l = 1, � , L ; r = 1, � , R ) ,

(1)

式中 ti 是 i单元的独立连续拓扑变量, �il为单元 i在工况 l时的Mises应力, ��0
i 为单元i的许用

应力, w
0
i 为 i 单元的固有重量, ur 是位移约束, f ( ti ) 为过滤函数

[ 6]
,本文采用如下形式 :

� � f ( t ) = t
3
, (2)

n 为单元总数, L 与R 分别为荷载工况总数与位移约束总数��

欲求解模型( 1) , 首先要建立位移关于单元拓扑设计变量的近似显函数表达式��由莫尔定

理,结构任意节点某一方向的广义位移由下式给出:

� � uj = �
n

i= 1�i �
v T

i �
R

idv , (3)

式中 �v i 为单位虚荷载下单元 i的应力向量, �R i 为实荷载下单元 i的应变向量��

由于应变

� � �R i = [H ]
- 1
i �R i , (4)

其中 [ H ] 为弹性矩阵,且

� � [ H ] i = f ( t i ) [ H
0
]�� (5)

对二维各向同性材料

� � [ H
0
] =

1 v 0

v 1 0

0 0
1 - v

2

, (6)

由( 5)得

� � [ H ]
- 1
i =

1
f ( ti )

[ H
0
]
- 1�� (7)

将( 4)与( 7)代入( 3)得

� � uj = �
n

i= 1

1
f ( t i )�i �v T

i [ H
0
]
- 1 �R idv�� (8)

对模型( 1)中位移约束有

� � ur l = �
n

i = 1

1
f ( ti )�i �v T

rl [ H
0
]
- 1 �R rldv�� (9)
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得到位移关于单元拓扑设计变量的近似显函数表达式( 9)后, 按如下策略解模型( 1) ��首先采

用满应力准则法将应力约束化为动态尺寸下限,获得拓扑变量值的下限;然后再用规划法求解

位移约束下的拓扑优化��下面给出应力约束的处理:

� � f ( ti ) � f ( t i ) = max( �il / ��0i ) (10)

将( 9)与( 10)代入式( 1)得

� �

求 t � E
n
,

min W = �
n

i= 1
f ( ti ) w

0
i ,

s. t . �
n

i= 1
Aji / f ( t i ) � �a j ,

f ( t i ) � f ( t i ) � 1,

( i = 1, � , n; j = 1, � , J ; r = 1, � , R) ,

(11)

其中 � � Aji = �
n

i= 1
�v �v T

r l [H
0
]
- 1 �R rldv , (12)

� � �aj = �u r; r = 1, � , R ; l = 1, � , L ; j = 1, � , J ; J = R � L��

引入变换 z i = f ( t i ) - f ( ti ) , (13)

式( 11)化为

� �

求 � z � E
n
,

min � W = �
n

i= 1
w

0
i zi ,

s. t . � �
n

i= 1

Aji

z i + ci
� �aj ,

0 � zi � �z i ,

( i = 1, � , n; j = 1, � , J ) ,

(14)

其中

� � ci = f ( ti ) , ��z i = 1 - c i�� (15)

模型(14)是从包含单元数量很大的一个区域作为基结构开始优化的, 每个单元包含一个拓

扑设计变量,因此基结构中拓扑变量数也很大��如果再考虑每个单元的应力和位移约束,则问题

规模将变得巨大��对于三维连续体结构拓扑优代, 其规模更大,一般计算机根本无法求解��为
减小求解规模, 我们采用对偶规划方法,对模型进行对偶变换��模型( 14)的对偶规划为:

� �

求 � � � E
J
,

max � �( �) ,
s. t . � � � 0,

(16)

其中

� � �( �)
0� z

i
� �z

i

= min L ( z , �) = �
n

i= 1
w

0
iz i + �

J

j= 1
�j �

n

i= 1

Aji
z i + ci

- �aj �� (17)

由式( 17)的库_塔克条件得

� � �L�zi
= w

0
i - �

J

j= 1

�jAji
( z i + ci )

2 =

> 0� ( z *
i = 0) ,

= 0� (0 < z
*
i < �zi ) ,

< 0� ( z *
i = �z i )��

(18)
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由式( 18)解得

� � z
*
i =

0� ( d i � 0) ,

d i � (0 < d i < �z i ) ,

�zi � ( di � �z i ) ,
(19)

其中 � � di = �
J

j= 1
�

*
j Aji / w

0
i - ci�� (20)

由于 � � z
*
i = z

*
i ( �) , (21)

根据对偶理论, 对 �求导数

� � ��( �)��j
= �

n

i= 1

Aji

z
*
i ( �) + ci

- �a j�� (22)

设

� � na = i | 0 < z
*
i < �z i , (23)

其二阶导数

� � �
2
�( �)
��j��k

= - �
n

i � n
a

Aji

( z
*
i + ci )

2

�z *
i

��k
�� (24)

对于 i �/ na,即 z
*
i = 0或 z

*
i = �z i ,由式(19) 得

� �
�z *

i

��k
= 0�� (25)

对于 i � na, 由式(18) 和(21) 得:

� � ( z
*
i ( �) + ci )

2 � �
J

j= 1

�jAj i
w

0
i
, (26)

等式两边求导得

� � 2( z *
i + ci )

�z *
i

��k
=

A ki

w
0
i
, (27)

� �
�z *

i

��k
=

A ki

2( z *
i + ci ) w

0
i
�� (28)

将式( 25)与( 28)代入( 24)得

� � �
2�( �)
��j��k

= - �
i � n

a

AjiA ki

2( z *
i + c i )

3
w

0
i
�� (29)

将模型( 16)用二阶Taylor展式近似得

� �

求 � � � E
J
,

max � �( �) � 1
2 �

T
[ � 2
�( �

0
) ] �+ [ � T

�( �
0
) - ( �

0
)

T � 2
�( �

0
) ] �,

s. t . � � � 0��

(30)

欲求解模型( 30) ,先将式中 �
0
消掉,以避免对展开点处 �

0
选取的困难�� 采用如下方法处理

( �0)T � 2�( �0) :

对 ( �0) T � 2�( �0) 中的任一项, 例如第 j 项

� � �
J

k= 1

�2
�

��j��k
�0k = - �

i � n
a

Aji

2( z *
i + ci ) w

0
i
�
J

k= 1

�0kA ki

( z
*
i + ci )

2�� (31)

将式( 26)代入得
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� � [ ( �
0
)

T � 2
�( �

0
) ] j = - �

i � n
a

Aji

2( z
*
i + c i )

�� (32)

于是

� � [ � T �( �0) - ( �0) T � 2�( �0) ] j = �aj - �
i � n

a

Aji

2( z *
i + ci )

- �
n

i= 1

Aji

z
*
i + ci j

=

�aj - �
i � n

a

3Aji

2( z
*
i + ci )

- �
i �/ n

a

Aji

z
*
i + ci j

�� (33)

将式( 33)代入模型( 30)并将极大问题化为极小问题求解,得

� �

求 � � � E
J
,

min - �( �) = 1
4 �

J

j= 1
�
J

k= 1
�
i � n

a

A jiA ki �j �k
( z

( v )
i + ci )

3
w

0
i
+

� � � � � �
J

j= 1

�aj - �
i � n

a

3Aji

2( z (v )i + ci )
- �

i �/ n
a

Aji

2( z ( v)i + ci )
�j ,

s. t . �j � 0� � ( j = 1, � , J ) ,

(34)

其中 z
( v )
i 为 z

*
i 迭代中近似值,将上式的解代入原 _对偶关系中得

� � z
*
i =

0� � ( S i � 0) ,

S i � � (0 < S i < �zi ) ,

�zi � � ( S i � �z i )

(35)

� � Si = �
J

r= 1
�

*
r Ar i / w

0
i - ci�� (36)

由式( 13)得

� � t
*
i = f

- 1
( z

*
i + f ( ti ) )�� (37)

因为 J 远远小于 n,问题(34) 的规模要比问题(1) 小得多,加之采用了对位移约束数值上

的粗删策略,问题(34) 的规模就更小了��

2 �应力与位移_应力拓扑解的综合协调和拓扑变量由连续

向离散的反演
由于拓扑优化实际上给出体现最佳传力路线的结构的空间连接关系, 因而它对各工况的

应力是颇为敏感的��仅按上节的计算结果确定拓扑,势必忽略应力的作用,因此引出把上节求

出的位移_应力拓扑解同如下求出的各工况应力拓扑解的综合协调过程��

单独考虑某工况下应力的零阶近似所得的连续拓扑变量值称为某工况下的应力拓扑解��

由问题( 1)的应力约束得到 i 单元 l 工况下的应力拓扑解 :

� � �( v+ 1)
il = f

- 1
( �il / ��0i )�� (38)

把前一节所得的位移_应力拓扑解看成第 L + 1号荷载工况的应力拓扑解 �( v+ 1)
iL+ 1 = t

*
i ,从而得

到 i 单元 l工况下的应力拓扑解

� � t
( v+ 1)
i = �

L+ 1

l= 1
�
( v+ 1)
il / ( L + 1)�� (39)

在程序实现这一算法时,结构拓扑开始主要由应力控制, 通常式( 39)只对 L 个应力拓扑解综

合,当位移 _应力拓扑解参与控制时,才是对 L + 1个解的综合��

t
( v+ 1)
i 由连续型变量向离散型变量的反演是借助于f ( t

( v+ 1)
i ) 同一个阈值 D

(v+ 1) 的比较而实现
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的,其算法为

� � t
*
i =

1� � ( f ( t ( v+ 1)
i ) � (D

( v+ 1)
) ,

0� � ( f ( t ( v+ 1)
i ) < D

( v+ 1)
) ,

(40)

阈值的取法依赖于数值计算的经验��鉴于最优拓扑结构体现了各单元对于结构整体的综合效

应,因此每轮阈值的选取就应当同各单元的�无有转化�状态有关��显然, t
*
i = 1的那些不必

再处理了,只需关注那些还没有达到1的拓扑量��

取单元的 f ( t
( v+ 1)
i ) 的算术平均为有、无之间的界限是容易接受的, 为了便于调控, 再乘一

个折减系统 �( v+ 1)

� � D
(v+ 1)

= �
i � n

c

f ( t
( v+ 1)
i ) / nc � �( v+ 1)

, (41)

图� 1

其中, nc 为拓扑待定单元总数, �( v+ 1) 在 0�55 ~ 0�85之间取值��

经过上述�反演计算�,这一轮拓扑优化就完成了由连续型拓扑变量

向传统 0_1 型变量转换�� 记本轮 t
*
i = 1 的所有拓扑变量的集合为

E
(v+ 1)�� 若 t

*
i = 0,则 t

*
i �/ E( v+ 1)��

此时折减系数不应选得过大, 因为位移起作用时, 一般拓扑结构已

很接近最优拓扑��把每个单元拓扑值同阈值相比较, 确定单元的取舍��

得到新的拓扑结构, 再进入下一轮迭代��

拓扑优化迭代终止于两个准则的同时满足:

� � ( W
( v+ 1)

- W
( v )

) / W
( v+ 1) � �, (42)

� � E
( v+ 1)

= E
( v )

, (43)

图 2� 例 1拓扑优化结果� � � � 图 3� 例 1 仅在应力约束

下的最优拓扑结构

式( 42)中的 W
( v )
、W

(v+ 1)
为前轮与本轮迭代的结构名义重量, �为输入的收敛精度�� 式(43)

表明拓扑变量集合不再变动��

在进行每轮新的迭代伊始, 为了避免结构总刚度阵奇异, 采用如下措施处理被删除的单

元:
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� � t
( v+ 1)
i =

1� ( t *
i � E

( v+ 1)
) ,

0�001� ( t *
i �/ E( v+ 1)��

(44)

新的一轮迭代时,单元刚度按下式计算

� � ki = �v
i

B
T
iH iBidv i = f ( t i ) k

0
i = f ( t i )�v

i

B
T
iH

0
iB idvi�� (45)

3 �算例与讨论

例 1�如图 1所示, 基本结构为 0�24 m � 0�1m的平面体, 厚度 0�009m, 材料弹性模量为

6�889� 1010N/ m2, 许用应力为 1�55� 108N/ m2, 设密度为 1�0g/ mm3��划分为 48� 20个矩形单

图� 4

元,一集中荷载 P = 156 00N 作用于右边界中点,为避免应

力集中的影响, 将荷载分散在右边界中间的三个节点上��

右边界中点处垂直向下位移约束= 0�15mm��左边界全部

采用固定约束��优化后拓扑结构如图 2所示�� �= 0�775,

迭代次数 = 5, W = 625 00g�� 仅在应力约束下的拓扑与文

[ 2] 结果相同, 见图 3��

图 5� 例 2的拓扑优化结构

例 2[ 7] �如图 4所示,基本结构为一 16mm � 10mm的平面体,厚度为 1mm, 材料弹性模量

为2�0� 10
5
N/ m

2
, 许用应力为 7000N/mm

2
, 设密度为 1�0g/ mm

3��划分为 64� 40个矩形单元,荷

载 F = 1000N, A 点处垂直向下位移约束= 016mm, B、C 点处垂直向下位移约束 = 0112mm# 

优化后拓扑结构如图 5所示# D = 01615,迭代次数 = 18, W = 441375g# 
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Abst ra ct : Topo logy optimization design of continuum structure s that can take account of str ess and

displacement constr aints simultaneously is difficult to solve at pre sent. The main obstacle lies in that,

the explicit function expr essions betw een topological variables and stress or displa cement constr aints

can. t be obtained using homogenization method or variable density method. Fur thermore , large quan-

tities of design variables in the problem makes it hard to deal with by the formal mathematical pr o-

gr amming approach. In this paper, a smooth model of topology optimization for continuum structures

is established w hich has weight objective considering stre ss and displacement constraints based on the

independent_continuous topological variable concept and mapping transformation method propo sed by

Sui Yunkang and Yang Deqing. Moreover, the approx imate explicit expressions ar e giv en between

topo logical v ar iables and stre ss or displacement constraints. The problem is well solved by using dual

pro gramming approach, and the pr oposed element deletion criter ion implement the inversions of

topo logy variables from the discrete to the continuous. Numerical ex amples verify the validity of pr o-

posed method.

Key w ords: structur e; optimization; topo logy optimization; modeling; dual pr ogramming
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