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横观各向同性层状弹性场地格林
函数的数值解

X
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(同济大学 结构理论研究所, 上海 200092)

(何福保推荐)

摘要:  采用横观各向同性层状弹性模型模拟半空间之上的层状场地, 用人工透射边界代替半空

间以吸收能量# 利用薄层元素法给出任意节面上环形垂直及水平简谐荷载作用下场地的位移公

式,并由此导出这类场地任意节面上在垂直及水乎简谐集中荷载作用下的位移响应显式解# 算例

表明本文方法与理论解相近,横观各向同性性质对格林函数有明显的影响# 
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前   言

在进行土_结构动力相互作用分析时,计算土的动力刚度矩阵是关键的一步, 以前绝大多

数研究者用弹性、粘弹性半空间或层状半空间模拟场地土# 然而,实际上土的横向模量往往不

同于竖向模量
[ 1]

,故采用横观各向同性弹性体模拟场地更接近实际# 近十余年来,许多研究者

对横观各向同性层状弹性体的动力响应进行了研究# 其中Waas等人[ 2]已提出了一套完整的

分析方法,并广为应用# 但他们在处理下部半空间时采用了固定边界,这将使上层土的振动能

量无法向半空间中辐射, 从而使得其解失真, 尤其在较深的部位# 鉴于此, 本文采用人工透射

边界,即用阻尼器模拟下部半空间,以吸收振动能量, 同时利用了Kausel等人[ 3]提出的正交条

件,给出了与Waas等人不同的参与系数公式,从而得出了在任意节面环形垂直及水平简谐荷

载作用下的位移解# 在此基础上, 令环形的半径趋于零,从而导出横观各向同性层状弹性场地

在集中垂直及水平简谐荷载作用下的位移解,即格林函数, 并与各向同性半空间理论解进行了

比较,同时计算了在表面集中简谐荷载作用下不同深度处的位移响应# 计算表明:文中得出的

格林函数解与理论解接近,但表达式十分简洁,便于应用; 横观各向同性性质对场地的格林函

数有明显的影响,且随着深度的增加,这种影响越明显 # 

1  力学模型及运动方程的解

横观各向同性弹性层状场地的力学模型见图 1# 图中表示该场地表面受一可能的环形荷

45

 应用数学和力学,第 21 卷 第 1期( 2000年 1 月)

  Applied Mathemat ics and Mechanics
           应用数学和力学编委会编重 庆 出 版 社 出 版  

X 收稿日期:  1999_03_05; 修订日期:  1999_07_25

基金项目:  国家自然科学基金( 59778033)、日本文部省科学研究费补助金 (国际学术研究) No. 090-

44127

作者简介:  陈镕( 1944~ ) ,男, 副研究员,研究方向: 地震工程与工程振动, 发表论文三十余篇.



载# 该体系以频率 X作简谐运动时的运动方程见文献[ 4]# 底部半空间用一组阻尼器模拟,

其阻尼系数为
[ 4]

:

  C
r
D = C

H
D = QmV

m
s , (1a)

  C
z
D = QmV

m
p , (1b)

V
m
s 及 V

m
p 分别表示第 m 层介质(即半空间) 垂直传播的 S波及 P 波波速# 

图 1  层状场地的力学模型

在自由振动时, 上下表面有边界条件:

[ Rrz  Rzz  RHz ]T = 0   ( z = 0) , (2a)

[ Rrz  Rzz  RHz ]T = [- f
r
D- f

z
D- f

H
D]

T

( z = ht ) , (2b)

f
r
D, f

z
D, f

H
D 分别表示沿径向,垂直向及切向的阻尼力# 

利用分离变量法, 并在 z 方向对场地土进行离散,

按照Galerkin方法, 结合边界条件( 2) , 最后得到如下的

广义 Rayleigh波及 Love波的代数特征方程[ 2] :

( ARk
2
R + BRkR+ CR) f R = 0, (3a)

( AHk
2
H+ CH) f H = 0, (3b)

式中 f
T
R = [ f

T
r  f T

z] , fr , fz , f H仅为的 z 函数, 它们均为

mx1向量 # 分别表示沿径向, 竖向及切向的 / 位

移0# AR, BR , CR, AH, CH详见[ 2]# (3) 式与文献[ 2] 中

的公式形式相同, 但由于采用了人工边界, 其 CR 中的(m,m) 项及 (2m, 2m) 项应分别加上

i XQmV
m
s 及 iXQmV

p
p, CH中(m,m) 的项应加上 i XQmV

m
s ,这里 i = - 1# 

当在各层 r = r0 的环上作用有径向、竖向及切向简谐荷载 Pre
iXt
, Pz e

iXt
, PHe

iXt 时, 在 r \

r 0的范围内各层交界面上的位移为
[ 2]
:

  Ur = E
2m

j= 1
H

c
j 5 rjARj +

n
r E

m

j= 1
�H j 5HjAHj

cosnH

sinnH
eiXt

, (4a)

  Uz = E
2m

j= 1

kRjH j 5 zjARj
cosnH

sinnH
eiXt

, (4h)

  UH =
n
r E

2m

j= 1
H j 5 rjARj + E

m

j = 1
�Hc
j 5HjAHj

- sinnH

cosnH
eiXt

, (4c)

式中, H j = H
( 2)
n ( kRjr ) , �H j = H

(2)
n ( kHjr ) , H

c
j 表示

d
dr
H

(2)
n ( kRjr ) ,

cosnH

sinnH
等上面的项对应于对称

荷载、下面的项对应于反对称荷载引起的响应# ARj 及AHj 为参与系数, 其表达式为 :

  ARj = J n( kRjr0) aj + J
c
n( kRjr 0) cj   ( j = 1, 2, ,, 2m) , ( 5a )

  AHj = J n( kHjr 0) bj + J
c
n( kHjr 0) dj   ( j = 1, 2, ,, m) , (5b)

对于不同的正交条件 aj , bj , cj , dj 的表达方式不同# Waas等人根据他们提出的正交条件

给出了相应的表达式# 这里,按照 Kausel等人提出的正交条件可得出:

  a = -
- iPr 0

2
K
- 1
R 5T

zPz +
n
r0
K
- 2
R 5T

rPH (6a)

  b = -
- inP

2 K
- 2
H 5

T
HPr (6b)
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  c = -
- iPr0

2 K
- 2
R 5

T
rPr (6c)

  d = -
- iPr 0

2
K
- 2
H 5

T
HPH (6d)

式中 5 r , 5 z, 5H为由f r, f z, f H规格化后组成的规格化特征向量矩阵# 

11当第 l 节面 r = r 0的环上受到垂直荷载 P
l
z =

eiXt

2Pr0
时, n = 0

  aj = -
i
4
k
- 1
Rj 5z lj   ( bj = cj = dj = 0) ,

5z lj 为 5 z 第l 行第j 列元素# 

  ARj = -
i
4
J 0( kRjr0) k

- 1
Rj 5z lj# 

于是由此荷载引起的在 r \ r0 处的位移为:

  U
z
r = -

i
4 E

2m

j= 1
H

( 2)c
0 ( kRjr ) J 0( kRjr0) 5 rjk

- 1
Rj 5z lj eiXt

, (7a)

  U
z
z = -

i
4 E

2m

j= 1
H

( 2)
0 ( kRjr) J 0( kRjr 0) 5 zj5 zlj e

iXt
, (7b)

  U
z
H = 0# (7c)

21当在第 l节面 r = r0 的圆环上受到水平荷载 P
l
x =

eiXt

2Pr 0
时, n = 1# 它可以分解成

  P
l
x =

eiXt

2Pr 0
( cosH) , P

l
H=

eiXt

2Pr0
(- sinH) ,

1) 对 P
l
r =

e
iXt

2Pr0
( cosH) , bj = -

i
4r 0

k
- 2
Hj 5Hlj , cj = -

i
4
k
- 2
Rj 5 rlj , aj = d j = 0

  ARj = -
i
4
J

c
1( kRjr 0) k

- 2
Rj 5r lj # 

  AHj = -
i

4r0
J 1( kHjr 0) k

- 2
Hj 5Hlj # 

  U
r
r = -

i
4 E

2m

j= 1
H

(2)c
1 ( kRjr ) J

c
1( kRjr 0) 5 rjk

- 2
Rj 5r lj +

1
r E

m

j= 1

H
(2)
1 ( kHjr )

1
r0
J 1( kHjr0) 5Hjk

- 2
Hj 5Hlj cosHeiXt

, (8a)

  U
r
z = -

i
4 E

2m

j= 1

H
( 2)
1 ( kRjr) J

c
1( kRjr 0) 5 zjk

- 1
Rj 5r lj cosHeiXt

, (8b)

  U
r
H = -

i
4

1
r E

2m

j= 1
H

(2)
1 ( kRjr ) J

c
1( kRjr 0) 5 rjk

- 2
Rj 5 rlj +

E
m

j= 1
H

( 2)c
1 ( kHjr )

1
r 0
J 1( kHjr 0) 5Hjk

- 2
Hj 5Hlj (- sinH) eiXt

, (8c)

2) 对 P
l
H =

eiXt

2Pr 0
(- sinH)

  aj = -
i

4r 0
k
- 2
Rj 5r lj , dj = -

i
4 k

- 2
Hj 5Hlj , bj = cj = 0

  ARj = -
i
4
J 1( kRjr0)

1
r 0
k
- 2
Rj 5 rlj ,
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  AHj = -
i
4
J

c
1( kHjr 0) k

- 2
Hz 5Hlj ,

  U
H
r = -

i
4 E

2m

j= 1
H

( 2)c
1 ( kRjr ) J 1( kRjr0)

1
r 0
5 rjk

- 2
Rj 5 rlj +

1
r E

m

j = 1

H
(2)
1 ( kHjr ) J

c
1( kHjr 0) 5Hjk

- 2
Hj 5Hlj cosHeiXt

, (9a)

  U
H
z = -

i
4 E

2m

j = 1

1
r 0
H

(2)
1 ( kRjr ) J 1( kRjr 0) 5 zjk

- 1
Rj 5 rlj cosHeiXt

, (9b)

  U
H
H = -

i
4

1
r E

2m

j= 1
H

(2)
1 ( kRjr )

1
r 0
J 1( kRjr 0) 5 rjk

- 2
Rj 5rlj +

E
m

j= 1
H

( 2)c
1 ( kHjr ) J

c
1( kHjr 0) 5Hjk

- 2
Hj 5Hlj (- sinH) eiXt

, (9c)

因此,由 Px =
eiXH

2Pr 0
引起的总位移为 :

  U
x
r = U

r
r + U

H
r , (10a)

  U
x
z = U

r
z + U

H
z , ( 10b)

  U
x
H = U

r
H+ U

H
H# (10c)

2  格林函数的数值解

11 垂直集中荷载
当第 l节面上作用有垂直集中荷载P

l
z = e

iXt
时,则可由式(7) 令 r 0 y 0即得横观各向同性

层状弹性场地在垂直集中荷载作用下的格林函数 :

  U
z
r =

i
4 E

2m

j= 1
H

( 2)
1 ( kRjr ) 5 rj5 zlj eiXt

, (11a)

  U
z
z = -

i
4 E

2m

j= 1
H

( 2)
0 ( kRjr) 5z j5 zlj eiXt

, ( 11b)

  U
z
H = 0# (11c)

这中利用了公式
dH (2)

0 ( kRjr )

dr
= - kRjH

( 2)
1 ( kRjr ) # 

21 水平集中荷载
当第 l节面上作用有水平集中荷载P

l
x = eiXt 时, 则可由(10) 式令 r 0 y 0即得横观各向同

性层状弹性场地在水平集中荷载作用下的格林函数 :

  U
x
r = -

i
4

1
2 E

2m

j= 1

[H
( 2)
0 ( kRjr ) - H

( 2)
2 ( kRjr) ] 5 rj 5rlj +

1
r E

m

j= 1

H
(2)
1 ( kHjr) 5 Hj 5Hljk

- 1
Hj cosHeiXt

, (12a)

  U
x
z = -

i
4 E

2m

j= 1
H

(2)
1 ( kRjr ) 5 zj 5r lj cosHeiXt

, ( 12b)

  U
x
H = -

i
4

1
r E

2m

j= 1
H

(2)
1 ( kRjr ) 5 rj 5 rlj k

- 1
rj +

1
2 E

m

j = 1
[ H

(2)
0 ( kHjr) -

- H
(2)
0 ( kHjr ) ] 5Hj5Hlj (- sinH) e

iXt# (12c)

当第 l 节面上作用有水平集中荷载P
l
y = eiXt时的格林函数的推导方法与P

l
x = eiXt时求格
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林函数的方法完全相同# 这里不再介绍# 

由式( 11)及( 12)即可知,只要按照( 3)求得场地的特征值 kRj ( j = 1, 2, ,, m) , kHj ( j = 1, 2,

,, m) 及规格化特征向量 5Rj ( j = 1, 2, ,, 2m) , 5Hj ( j = 1, 2, ,, m ) ,即可得出横观各向同性

层状弹性场地格林函数显式解# 由此二式还可看到,集中荷载不仅可作用于场地的表面,还

可作用于场地内部的任一节面上# 这即表明,该二式将表面集中荷载及内部集中荷载的格林

函数用统一的比较简单的公式表示出来# 这为应用带来了很大的方便# 从(11) 及(12) 式还

可以看到,格林函数在 r = 0处有奇异性,关于此问题将另文专门讨论# 

3  算   例

11为了验证上述公式的正确性, 这里将场地退化为各向同性层状弹性体# 利用( 11)、

( 12)式计算了在场地表面作用 Pxe
iXt
,场地表面在 x 轴( H= 0) 及 y 轴( H= P/ 2) 上 r = H , r

= 2H 处的位移 Ux 及在垂直方向作用Pz e
iXt
时在 r = H , r = 2H 处的位移 Uz# 将之与理论

解[ 5, 6] 进行了比较,其理论解的形式为:

图  2                     图  3
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  Ux =
Px e

iXt

4PGr
(fH 1+ ifH 2) , (13a)

  Uz =
Pz e

iXt

2PG
1 - M
r

(f V1+ if V2) , ( 13b)

这里材料参数与[ 6]中取相同的值# 即: Q= 1, M= 1/ 3、D = 0101, Vs = 100, H = 110# Q为材

料密度, M为泊松比, D 为材料阻尼比, H 为层厚# 

图 4

图2( a~ c)为对表面垂直荷载 Pz e
iXt 算得的在

r 处的位移 Uz 与理论解的比较图# 

图3( a~ c)为对表面水平荷载 Px eiXt 算得的在

x 轴上距荷载作用点 r 处的水平位移 Ux 与理论解

的比较图# 

图4( a~ c)为对表面水平荷载 Px eiXt 算得的在

y 轴上距荷载作用点 r 处的水平位移 Ux 与理论解

的比较图# 

由这些图可以看出用本文的方法计算的结果与理

论解是比较接近的# 

21 为了了解横观各向同性性质对场地响应的
影响,这里分别计算了各向同性及横观各向同性这

两种模型在表面集中简谐荷载作用下不同深度处

的位移# 图 5~ 8为表面集中水平荷载 Px = eiXt引

起的第 l节面( l = 1,12,24,36, H= 0 b) r = 210处

的水平位移# 其中/ t 0为各向同性材料, / w 0为横

观各向同性材料# 

图 5

图5为第1节面处的水平位移# 

图6( a, b)为第 12节面处的水平位移# (其中

( a)为实部, ( b)为虚部)

图7( a, b)为第 24节面处的水平位移# (其中

( a)为实部, ( b)为虚部)

图8( a、b)为第 36节面处的水平位移# (其中

( a)为实部, ( b)为虚部)

由上述结果可以看出,土的横观各向同性性质

图  6
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对格林函数有着明显的影响;对于横观各向同性场地,在表面集中荷载作用下,随着深度的增加,

解的振荡趋于明显;横观各向同性场地在较浅的部位位移响应衰减明显,随着深度的增加这种衰

减逐渐趋于缓和# 作者还计算了不同深度集中荷载作用下的场地响应# 限于篇幅, 不再在此列

出# 

图  7

图  8

4  结   语

11 本文用人工透射边界模拟层状场地下部半空间,推导了横观各向同性层状弹性场地的格

林函数显式数值解# 这种解将表面集中荷载及场地内部集中荷载的位移解用统一的简单形式表

示,为应用带来方便# 

21 通过与表面集中荷载作用时弹性半空间的位移理论解的比较,表明本文给出的数值解与

理论解较接近# 

31 算例表明场地的横观各向同性性质对场地的动力响应有明显的影响,应当在场地的动力

分析中考虑这一性质# 
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The Numerical Solution of Green. s Functions
for Transversely Isotropic Elastic Strata

Chen Rong,  Xue Songtao,  Chen Zhuchang,  Chen Jun

( Institute of Str uctur al Theor y , Ton gji University , Shangha i 200092, P R China )

Abstract: In this paper, a model of transversely isotropic elastic strata is used to simulate the soil lay-

ers situated on a half space. Instead of the half space, an artificial transmitting boundary is used to ab-

sorb the vibration energy. The displacement formulas at any soil layer interfface under vertical or hor-i

zontal harmonic ring load are obtained by using the thin layer element method. From these formulas,

the explicit solutions of Green. s Functions_the displacement responses at any interface of these strata

under vertical and horizon harmonic point loads_are derived. The examples show that the method pre-

sented in this paper is close to the theoretical method and the transversely isotropic property has evident

influence on the Green. s Functions.

Key words: transversely isotropic; layered elastic strata, Green. s Function
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